Números Irracionais, Transcendentes e a

Função Zeta de Riemann 

O legado matemático grego é fascinante. Até aproximadamente o ano de 500 a.C., a matemática se desenvolvia por meio do estudo dos números, contudo possuía um caráter utilitário. Esse foi o período em que se desenvolveram as civilizações Egípcia e Babilônica. 

Os gregos iniciaram uma nova era: investigaram a geometria. A investigação matemática significava o estudo dos números e da  forma. A matemática deixou de ser um apanhado de receitas para medir, contar e calcular para se tornar uma das maiores aquisições intelectuais do ocidente. Foi o matemático grego Tales de Mileto quem formulou o Método Axiomático. 

Os gregos associavam os números a formas geométricas, como medidas de comprimento, de área e de volume. Contudo, quando chegaram à conclusão de que existiam comprimentos para os quais  não conseguiam associar números racionais abandonaram de certo modo os estudos dos números. Assim, nos legaram a descoberta dos comprimentos irracionais, para sermos exatos a descoberta dos números irracionais. A descoberta de que a medida da hipotenusa, de triângulo retângulo com catetos de medida 1, não se expressa como o quociente de dois números inteiros foi crucial no desenvolvimento da matemática. 

Diz a lenda, que o fato foi descoberto por alguns membros da fraternidade de Pitágoras que o mantiveram em segredo. Contudo, quando o fato foi revelado, os membros da fraternidade que nada sabiam reagiram e afundaram a embarcação que Pitágoras se encontrava durante uma viagem por mar.

          Tomemos um triângulo retângulo cujos catetos medem 1. Então, pelo Teorema de Pitágoras:
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Suponhamos que 
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fosse um número racional; então se expressaria como 
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= p/q onde q
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0 e p e q são primos entre si, 

ou seja, p e q não possuem fatores comuns. Se p e q possuem fatores comuns, então basta simplificar a fração p/q pelo máximo divisor comum entre p e q. Então, elevando-se ao quadrado ambos os lados da identidade, obtemos: 

2 = p2 / q2;

e multiplicando-se ambos os lados da identidade por q2 (lembre-se que  assumimos q
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0), obtemos:

2 q2 = p2.

Como  p e q são primos entre si, ou seja, não possuem fatores em comum, segue que o número 2 deve dividir p2. Contudo, como 2 é primo, 2 divide p. Então p = 2k, para algum inteiro k. Logo, 

2 q2  =  p2  =  4 k2, 

ou seja,

q2  =  2k2
Portanto,  o número 2 divide q. Uma contradição, pois desse modo 2 é fator comum de p e q! 

Sendo assim, a irracionalidade de 
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 é fácil de ser demonstrada. Por séculos os matemáticos se perguntaram se 
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 seria irracional. No século 18 demonstrou-se a irracionalidade 
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. Diferentemente da demonstração da irracionalidade de
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, a demonstração da irracionalidade de 
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 é complicada.

Por outro lado, 
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 possui uma propriedade especial: “é raiz de um polinômio com coeficientes inteiros”. Isto é, 
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 é raiz do polinômio:

p(x) = x2 – 2.

Devido a essa propriedade dizemos que 
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 é um número algébrico. O mesmo não acontece com o número 
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, ou seja, não existe polinômio com coeficientes inteiros para o qual 
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 seja raiz. Nesse caso, dizemos que 
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 é um número transcendente. No século dezenove demonstrou-se que 
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 é transcendente.

Um número, real ou complexo, é chamado de algébrico se é raiz de um polinômio da forma:

p(x) = a0 + a1x + ... + an xn,

onde a0, a1,  ... , an são números inteiros e an 
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0. Se um número não é algébrico, é chamado de número transcendente. Isso significa que não existe polinômio com coeficientes inteiros para o qual tal número seja raiz. 

Os números transcendentes são todos irracionais. Observe que
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e 
[image: image21.wmf]p

 são números irracionais, mas 
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 é algébrico e 
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 é transcendente. O exemplo mais conhecido de um número irracional e transcendente é o número 
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.

Por outro lado, todo número racional, a,  é algébrico. De fato, se a = r / s então a é raiz do polinômio:

p(x) = sx – r, pois p(a) = sa – r =  s(r/s) – r = r – r = 0.

A recíproca não é verdadeira, pois 
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é algébrico e irracional. A obtenção de números algébricos é simples. Por exemplo, toda raiz n-ésima de qualquer racional a, isto é 
[image: image26.wmf]n

a

,  é um número algébrico, pois 
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a

 é raiz do polinômio xn – a.

Da mesma maneira que não é óbvia a existência de números irracionais, também não é óbvia a existência de números transcendentes. O matemático francês Joseph Liouville, em 1844, foi o primeiro a demonstrar a existência de números transcendentes. Ele demonstrou que números algébricos reais não podem ser aproximados por números racionais. E esse fato o levou a construir números transcendentes. Então, em 1873, Hermite demonstrou a transcendência de e, o número de Euler. Em 1883, o matemático alemão Ferdinand Lindemann, demonstrou a transcendência de
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 utilizando métodos do Cálculo.

Na verdade, o conjunto dos números reais e o conjunto dos números complexos possuem mais números transcendentes do que números algébricos. O conjunto dos números algébricos pode ser colocado em correspondência bijetora com o conjunto dos números naturais, e nesse caso dizemos que esse conjunto é enumerável. Contudo, o mesmo não ocorre com o conjunto dos números transcendentes. Nesse caso dizemos que o conjunto dos números transcendentes não é enumerável. 

Números algébricos e números transcendentes levam a diferentes áreas de pesquisa. O estudo dos números transcendentes é uma das áreas mais difíceis e profundas da Teoria dos Números. Em geral, as demonstrações sobre transcendência são difíceis. Sobre a investigação e o estudo dos números algébricos já falamos na coluna anterior.
Tal qual como ocorre com os números irracionais, é usualmente mais fácil construir números transcendentes do que demonstrar que um dado número é transcendente. Muitas outras constantes matemáticas, além de 
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 e do número de Euler, e, são números irracionais, e um número menor são reconhecidamente transcendentes. Outras permanecem misteriosas. Entre essas se encontram certos números especiais associados à função mais famosa da matemática, a Função Zeta de Riemann,
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Para inteiros positivos s = 2n, o valor da Função Zeta é um múltiplo racional de 
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.  Por exemplo, 
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e assim por diante. 

Todos esses resultados foram descobertos pelo matemático suíço Leonhard Euler no século 18, que também provou a irracionalidade de e. Como 
[image: image35.wmf]p

é transcendente, suas potências são todas números irracionais e, portanto, os valores da Função Zeta em valores pares de s são todos irracionais, na verdade transcendentes.

É natural perguntar se  o mesmo padrão é verdadeiro para valores impares de s, ou seja, pode-se afirmar algo  sobre a irracionalidade da Função Zeta em valores impares de s? Sim, pois em 1978, o matemático francês Roger Apéry da Universidade de Caen, França, demonstrou a  irracionalidade de 
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A demonstração de Apéry, embora difícil e sem utilizar métodos modernos, foi uma das mais espantosas invenções matemáticas, demonstrando o vasto poder oculto dos métodos elementares em Teoria dos Números. Esperava-se que as idéias contidas nessa demonstração pudessem levar a outros resultados da Função Zeta calculada em valores ímpares de s. Contudo, isso não ocorreu. Recentemente, Tanguy Rivoal da Universidade de Grenoble, França, e Wadim Zudilin da Universidade de Moscou, Rússia, têm feito muito progresso na pesquisa sobre a natureza irracional da função Zeta de Riemann.

O fato de que 
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 é transcendente é suficiente para se demonstrar que o problema clássico de construção com régua e compasso, deixado pelos gregos, de um quadrado cuja área é igual à área de um círculo dado não possui solução exata. Esse problema classicamente denominado de quadratura do círculo e outros problemas clássicos sobre construção com régua e compasso, propostos pelos matemáticos gregos, serão o tema de nossa próxima coluna.
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