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INTRODUÇÃO

A nova ordem mundial vem se caracterizando por grandes mudanças tecnológicas e sociais e com o conseqüente aumento da competitividade na maioria dos setores da economia. Na disputa por novos mercados e na tentativa de manutenção das atuais posições, necessário se faz uma gestão eficiente e eficaz que garanta a continuidade do empreendimento no longo prazo, além do cumprimento de sua missão.

Para que possa cumprir sua missão, a organização depende dos resultados obtidos. Sendo assim, a otimização da utilização dos recursos disponíveis em uma organização constitui um fator de extrema importância principalmente se considerarmos o alto grau de competitividade dos mais diversos ramos de atividade e as exigências do mercado atual.

Estudamos no Capítulo 1 o que a otimização pode ser dividida em duas etapas: o reconhecimento dos pontos problemas em uma indústria e a solução destes problemas. Em algumas situações estes problemas podem ser modelados matematicamente como um problema linear, estudado no Capítulo 2. Neste capítulo estudamos como modelar o problema seguindo objetivos e restrições do problema  e observando algumas limitações. Para a solução deste problemas lineares podemos usar dois métodos de solução: o método simplex e o método solver excel. 

Embora não seja o foco principal desta monografia o estudo aprofundado do método Simplex, estudamos no Capítulo 3 o formato padrão para se resolver um problema linear utilizando o método simplex. No Capítulo 4 estudamos sucintamente o método solver do excel iniciando com um problema real de uma empresa de fabricação de bolas. Mas ainda, mostramos a solução gráfica deste problema e fizemos uma análise de sensibilidade permitindo-nos observar as conseqüências das variações dos coeficientes . 

No Capítulo 5 aumentamos o número de variáveis do problema a linear e obtemos sua solução utilizando o recurso do excel. primeiramente o que é otimização e o que são modelos, passando então ao estudo da programação linear como método de resolução de certos problemas de otimização. Logo após temos uma breve introdução do método simplex e mais profundamente o método solver do excel, além dos respectivos teoremas matemáticos e das resoluções gráficas.

Finalmente, apresentamos as Conclusões onde verificamos a eficiência do solver do Excel para resolução de problemas lineares.

1.  O QUE É OTIMIZAÇÃO 

A otimização pode ser definida como a necessidade de eficiência. Tem origem psicológica e pode-se dividir em duas etapas: O reconhecimento de alternativas e a decisão. Numa primeira fase, a mente reconhece, numa tarefa ou problema, a possibilidade de optar entre várias hipóteses e, em seguida, acaba por escolher aquela que considera a melhor opção.

 Pode ser qualitativa, quando o julgamento é feito através do bom senso, ou quantitativa quando a escolha se baseia em meios matemáticos. Existem três categorias de otimização: a preferencial, baseada na preferência e no gosto, a matemática, que se baseia no aspecto quantitativos, e a econômica, que surge como uma combinação das duas anteriores. No entanto, nesta categoria de otimização, valores humanos são expressos de uma forma quantitativa, utilizando a matriz de apoio à tomada de decisão.

 Em casos reais, o analista tem de formular o problema de tal forma que consiga a otimização desejada para o seu objetivo. No entanto note-se que modelagem da realidade não é tarefa fácil, assim o valor ótimo de um modelo não é necessariamente o valor ótimo na realidade. 

 Para qualquer que seja o seu modelo, programa tradutor da realidade a analisar, o analista deve estabelecer as seguintes três considerações: 

· A resposta é possível?

· A resposta é realmente a solução ótima?

· Quão sensível é o valor ótimo? 

Ficando implícito que, para otimizar é necessário uma ferramenta para modelar e solucionar o problema. Para certos problemas esta ferramenta é a programação linear.

2.  COMO SURGIU A PROGRAMAÇÃO LINEAR 

Os primeiros conceitos da programação linear foram desenvolvidos entre 1947 e 1949, durante a segunda guerra mundial, por George Dantzig para serem aplicados a programas militares, desde a área logística, até à estratégica. Foi após a guerra que ele foi impulsionado a encontrar formas eficientes de desenvolver esta metodologia. Foi Dantzig o primeiro a reconhecer que um programa de planejamento poderia ser expresso por um sistema de inequações lineares, assim como foi o primeiro a apresentar, na forma de uma expressão matemática explicita, um critério para seleção do melhor plano, ao que hoje chamamos função objetivo. 

Todo este trabalho seria de aplicação prática bastante limitada sem um método eficiente, ou algoritmo, que permitisse encontrar a solução ótima do conjunto de inequações lineares que maximizassem ou minimizassem a função objetivo. Assim, desenvolveu o algoritmo simplex que resolve de uma forma eficiente este problema.

Curiosamente, já em 1939 um matemático Soviético e economista L. V. Kantorovich tinha formulado e desenvolvido um problema de programação linear para aplicação em planejamento da produção. No entanto o seu trabalho ficou desconhecido durante vinte anos, não tendo impacto no desenvolvimento da programação linear após a segunda guerra.

 2.1.  O que é programação linear 
A Programação Linear visa fundamentalmente encontrar a melhor solução para problemas que tenham seus modelos representados por expressões lineares. A grande aplicabilidade e simplicidade que a caracterizam devem-se à linearidade do modelo. 

A tarefa da Programação Linear consiste na maximização ou minimização de uma função linear, denominada função objetivo, respeitando-se um sistema linear de igualdades ou desigualdades que recebem o nome de restrições do modelo. As restrições representam normalmente limitações de recursos disponíveis (capitais, mão-de-obra, recursos minerais ou fatores de produção) ou, então exigências e condições que devem ser cumpridas no problema. Essas restrições do modelo determinam uma região à qual damos o nome de “Conjunto das Soluções Viáveis” . A melhor das soluções viáveis, isto é, aquela que melhor maximiza ou minimiza a função objetivo denomina-se “Solução Ótima”. 

O objetivo da programação linear consiste na determinação da solução ótima.

Basicamente ao formular um modelo linear  o analista deve seguir sempre as seguintes fases:
· Identificação das variáveis de decisão
·  Identificação da função objetivo
· Identificação das restrições
· Verificação dos axiomas de linearidade
·  Formulação matemática
São necessários dois passos para a resolução de um problema de programação linear, o primeiro é a modelagem do problema e o segundo é a solução do modelo.

Não existem técnicas precisas, capazes de permitir o estabelecimento do modelo de um  problema, porém é importante termos experiência e capacidade de análise e síntese.

A seguir apresentamos quatro modelos clássicos de programação linear, são eles:

· Problema da Análise das Atividades : esse modelo consiste em achar qual a quantidade de produtos a ser fabricado, obedecendo algumas restrições quanto a matéria prima, mão–de-obra e tempo de produção para que a  empresa maximize os lucros. Para  que maximize a função linear 
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 (função objetiva), devemos saber que essas incógnitas devem satisfazer algumas restrições (anexo n:1)

· Problema de Mistura ou Combinações: esse modelo consiste em achar qual a combinação que resultará no mínimo de material por unidades do produto final , um exemplo simples é o da dieta (anexo n:2).

· Problema do Transporte: esse modelo tem como objetivo minimizar o custo total do transporte necessário para abastecer n centros consumidores -destinos, a partir de m centros fornecedores -origens. (anexo:3).

· Problema de Alimentação de Máquina: esse modelo consiste em achar qual a melhor maneira de se  processar uma série  através de um grupo de máquina, obedecendo a capacidade da mesma  além de outras restrições, afim de que se obtenha uma série de ordens que resultarão no custo mínimo.

A resolução dos problemas de programação linear na sua grande maioria se faz algebricamente, (anexo 5), pois graficamente só conseguimos determinar quando temos apenas duas ou no máximo três variáveis. (anexo 4) 

A grande maioria os problemas de programação linear estão relacionados com ambientes industriais onde a quantidade de variáveis é bem grande o que dificulta a resolução algébrica. Por isso um dos grandes recursos usados é o Método Simplex.

2.2.  Limitações da programação linear

Estudando os modelos de programação linear  precisamos ressalvar sobre as suas hipóteses e limitações.

· Coeficiente Constante: Nos modelos de programação linear os coeficientes são considerados como constantes conhecidas o que na prática, esses valores podem não ser constantes e sim variáveis. Para esses casos é necessário a análise de sensibilidade do modelo, que permite fornecer os intervalos desses coeficientes para os quais a solução ótima continua a mesma.

· Divisibilidade : As soluções ótimas dos modelos de programação linear poderão apresentar valores não inteiros o que numa indústria não seria real . Uma opção seria o arredondamento, mas poderia causar erros grosseiros quando a demanda é pequena, logo para minimizar estes erros temos que ter o cuidado de ao construir um modelo impor que o mesmo tenha sua programação linear inteira que utiliza-se de outras técnicas não especificadas aqui. 

· Proporcionalidade: nos modelos de programação linear assume-se para a produção de cada produto, a eficiência aumenta ligeiramente com taxas elevadas de produção , aumentando desta forma, o lucro marginal unitário e diminuindo a capacidade de produção por unidade de aumento na taxa de produção. Apesar disso o Departamento de Pesquisa Operacional  conclui que, para fins práticos, a proporcionalidade poderia ser suposta, sem distorções Aditividade: esta condição existe em todo o modelo de programação linear e consiste em considerar as atividades do modelo como entidades totalmente independentes o que não permite que haja uma interligação entre elas. 

Apesar de todas essa limitações a programação linear ainda é a ferramenta mais utilizada na resolução de problemas reais que envolvam formulação de modelos matemáticos, não só por sua simplicidade mas como também ao fato do modelo sempre poder ser resolvido com as técnicas anteriormente explicadas. Porém não podemos deixar de explicar que a solução destes problemas na sua grande maioria necessita do auxilio de computadores exatamente pela quantidade de variáveis e de equações a serem resolvidas.

3.  A  FORMA PADRÃO DO MÉTODO SIMPLEX 

Para trabalharmos com o método simplex temos que transformar o modelo matemático a ser tratado em uma forma padrão algumas desigualdades em igualdades, pois o programa simplex não entende estes parâmetros. Existem algumas regras básicas para a transformação da resolução de programação linear para a forma padrão (a que o método simplex aceita). Dizemos então que um modelo de programação linear está na forma-padrão quando ele respeita as seguintes condições;

· As restrições de não negatividade
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· Função objetivo 


[image: image4.wmf]å

=

=

n

j

j

j

x

c

Mín

x

Q

1

)

(


Porém nem sempre encontramos o modelo com esta forma padrão e quando isso ocorre temos que usar alguns incrementos ou artifícios para torná-lo um modelo padrão para o método simplex.

Seguem algumas formas de redução para a forma padrão (anexo 5);

· Ocorrência de desigualdade: qualquer desigualdade ou inequação linear pode ser transformada em uma equação se subtrairmos ou adicionamos variáveis positivas ou negativas denominadas variáveis de folga.

· Ocorrência do lado direito ser negativo: basta multiplicarmos toda a ambos os lados por menos um.

·  Ocorrência de não restrição da variável: ocorre quando a variável pode assumir qualquer valor positivo, negativo ou nulo, neste caso temos que substituir a variável livre por duas variáveis positivas para mantermos a condição de não negatividade

· Ocorrência de variável não positiva: caso o modelo seja formulado com uma variável negativa basta substitui-la por sua simétrica na equação do problema.

· Ocorrência de a função objetivo ser de maximização: basta então substituir a função objetivo dada pela sua simétrica, passando a minimizar esta última.

4.  O MÉTODO SOLVER DO EXCEL

Este método fornece muito mais que o valor ótimo. Na realidade, só a solução não é um bom auxiliar de decisão. É necessário saber para onde, e como, varia essa solução com as alterações das variáveis. A programação linear, através de ferramentas de análise de sensibilidade, permite responder a esse requisito. Assim, questões como as abaixo apresentadas, ilustram os objetivos da análise de sensibilidade.
 
· Qual a influência dos coeficientes da função objetivo? Até que ponto a definição do objetivo compromete a solução encontrada?
· Que quantidades de recursos têm de estar disponíveis para não comprometer o programado?
· É mais rentável comprar recursos para ter uma solução mais otimizada ou por outro lado, deve-se alocar recursos para outra atividade?
 
Agora, na posse de toda esta informação é mais fácil tomar decisões acertadas no domínio da gestão em diversas aplicações, tais como: 
· Planejamento agregado de produção;
              Análise de produtividade de serviços;
· Planejamento de produtos;
· Otimização do fluxo produtivo;
· Otimização do processo de produção;
· Gestão de Inventário.
4.1.  Apresentação do exemplo:

Consultando uma empresa foi nos colocado o seguinte problema:
 “Quantas bolas de cada tipo devem ser produzida, amanhã, a fim de maximizar o lucro, tendo em conta os recursos existentes?”
 A empresa chama-se Tecnibola S.A. e tem como única atividade à fabricação de bolas, sendo todas elas em couro e fabricadas segundo os processos primordiais. Atualmente fabrica dois produtos, a bola de futebol “Catechumbo“ e a bola de vôlei “Voleitok”. Ambos produtos são feitos do mesmo material, variando apenas na dimensão, tipo de costuras e rotulagem. 
 Os recursos que definem a fabricação das bolas são: o corte do couro, o trabalho de costura, a pintura de inscrições na bola e preparação final. Esta última é composta pelas atividades de enchimento, controle de qualidade (inspeção visual, passagem num peneiro calibrado e pesagem) e embalagem. O fluxograma que segue ilustra o processo de fabricação.
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Figura 2. Produção de bolas Tecnibola S.A
 
 
Os dados fornecidos pela empresa referentes à quantidade de recursos necessários para a produção e as quantidades disponíveis para o dia de amanhã são os indicados na Tabela 1.
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Tabela 1. Recursos e disponibilidades na produção de bolas Tecnibola S.A
 
O caso em estudo está simplificado pois alguns dos recursos não estão limitados e apenas o número de câmaras de ar; horas homem para operação de costura e horas homem para a operação de finalização limitam o processo.
 Ainda mais, a empresa disponibilizou a informação dos custos envolvidos para a produção dos dois tipos de bolas, dadas pela Tabela 2.
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     Tabela 2. Valores Monetários em Euro
4.2 - Formulação do Problema de Programação Linear

Após a coleta dos dados do problema o próximo passo consiste em formular o moelo matemático. Neste caso específico é fácil fazer esta identificação dado que o problema foi exposto sob a forma de tabelas. Como na generalidade das situações a informação não está tão organizada, explica-se aqui a forma de o fazer.
As variáveis de decisão representam o nível de atividade que se pretende controlar no problema. Neste caso, na TecniBOLA, pretende-se controlar o número de bolas a produzir num dia dos tipos Voleitok e Catechumbo. Simbolicamente, por questões de maior facilidade na representação matemática, designam-se respectivamente por x1 e x2  estas variáveis.

Definir a medida de eficiência associada às variáveis do problema é identificar a função objetivo. Definida usualmente por Z, a função objetivo é do tipo:
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Onde os Ci são designados por coeficientes da função objetivo e representam um benefício (ou prejuízo, num problema de minimização) por unidade da variável de decisão correspondente. No problema é pedido que se maximize o lucro, tendo em conta os recursos existentes. Da informação da Tabela 2 surge que Z, o lucro da produção do dia em causa, é definido por: 
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É ainda extremamente importante realizar a identificação das restrições que limitam os valores que podem tomar as variáveis de decisão, e identificar os recursos associados. Como produto desta fase surge um conjunto de inequações que identifica o espaço de soluções admissíveis. Mais uma vez, por questões de facilidade de representação, é importante numerar os recursos.
	 Recurso 1
	Câmara de Ar

	Recurso 2
	Operação de Costura

	Recurso 3
	Operações de Finalização


As inequações obtidas são do tipo:
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Onde os coeficientes Aij representam o consumo do recurso i por unidade de variável de decisão xj. Bi  representa a quantidade do recurso i disponível no prazo em análise (um dia). No caso do problema, ambas as bolas, Voleitok e Catechumbo, necessitam de uma câmara de ar. Assim ambos os coeficientes A11 e A12 são iguais a um. O número máximo de câmaras de ar existentes em estoque para o dia da produção é igual a 25  (coeficiente B1), como tal, vem que a inequação de limitação para o recurso 1 é: 
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Procedendo do mesmo modo para os outros dois recursos tem-se que:
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Recurso 3: [Operações de Finalização]
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 Chama-se a atenção para outro tipo de limitação em programação linear em que se exige que as proporções de certas atividades têm de ser superiores a um determinado valor. Um exemplo típico deste tipo de limitação é o cálculo de uma média ponderada de um recurso, cujas unidade estão por unidades produzida. A esse tipo de limitação designa-se de limitação de qualidade e são da forma: 
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Por fim é necessário verificar os axiomas de linearidade, isto é, se as equações até agora encontradas apresentam apenas termos das variáveis de decisão, x1 e x2, não sendo admitidos termos cruzados ou de ordem superior, pelo que nesses casos deve-se realizar uma aproximação.
 
Em suma, o problema resume-se em termos matemáticos (Formulação matemática) a:
Z = maximizar  
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  Sujeita as restrições:
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4.3 - Solução gráfica 

A utilização do método gráfico tem por objetivo representar as inequações num plano, a fim de a identificar a disponibilidade de recursos para o processo a otimizar. A vantagem que esta metodologia apresenta é a intuitividade na interpretação das restrições. No entanto, esta vantagem desvanece-se quando os problemas possuem mais de duas variáveis de decisão, sendo mesmo limitado a um máximo de três variáveis de decisão (espaço 3 D). 
O método consiste na representação das inequações num gráfico cujos eixos coordenados são as variáveis de decisão, x1 e x2, e identificar o espaço solução, designado por área viável. Traça-se a reta que representa a função objetivo Z acima da área viável (num problema de maximização). Qualquer ponto sobre esta reta tem o mesmo valor de Z. Por fim desloca-se a reta ao encontro da área viável até interceptar um ponto pertencente a essa região. Esse será o ponto ótimo, isto é, aquele com maior valor de Z.
O ponto ótimo encontrado foi, produzir 18 bolas Voleitok e 7 bolas Catechumbo para o dia de amanhã com um beneficio Z= 225.5.(Anexo 6 : gráficos)
Casos particulares da aplicação do método gráfico:
 Pode ocorrer da equação que define a função objetivo não intercepta a área viável num ponto singular mas sim num segmento de reta. Neste caso um conjunto de pontos é a solução ótima e trará o mesmo benefício. Do ponto de vista deste método não se pode ir mais além na eleição do ponto ótimo, pelo que a decisão final terá de ser tomada por outros critérios.
Outra situação é aquela em que não existe intersecção entre as retas. Neste caso a área viável pode ser ou vazia, ou aberta, pelo que ou não existe solução ótima, ou não é possível defini-la .
4.4 – Análise de sensibilidade
 
4.4.1- Variação dos coeficientes da função objetivo

Como já mencionamos esta análise de sensibilidade permite saber até onde é possível variar os coeficientes da função objetivo sem que o ponto ótimo se altere. Este resultado é muito importante pois existem sempre incertezas nos valores por detrás da determinação dos coeficientes. No exemplo em análise é fornecida a informação de preço de produção, no entanto, por melhor que esta solução tenha sido obtida deve-se ter em conta que existem sempre incertezas nessa determinação. Por outro lado, necessidades de mercado podem provocar oscilações no preço de venda e conseqüentemente nos coeficientes da função objetivo. 
 Em suma, se souber de antemão até onde podem variar os coeficientes da função objetivo, pode-se conhecer até onde variar o preço de venda. É este o objetivo para esta análise neste problema.
 
O método consiste em variar o declive da função objetivo Z, mantendo a solução ótima. Sendo que o ponto ótimo foi obtido pela intersecção de duas retas de restrição, este não se altera enquanto o declive da função objetivo estiver contido entre o declive destas duas. Observa-se no problema em questão, que o ponto ótimo resulta da intersecção das retas R1 e R3 (Anexo 7: gráfico). 
Reorganizando as equações que definem essas retas tem-se que os declives são -1 e -11/6 respectivamente. Da mesma forma sabe-se que o declive da reta função objetivo é expresso por -c1/c2.  Assim, tem-se que:
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Para obtenção dos limites de variação dos coeficientes da função objetivo, fixa-se um deles e resolve-se a inequação [1] em função do outro.
 Surge então a solução para o problema como:
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Admitindo que o preço de produção se mantém constante, do resultado acima deriva que os preços de venda das bolas Catechumbo podem oscilar entre 31.45 e 37.92 e os preços das Voleitok variam entre 21.5 e  26.92, sem que a decisão de produção tomada se altere.

Note-se que o que se mantém é o ponto ótimo mas não valor do seu beneficio. Uma redução no valor dos coeficientes tem como implicação direta uma redução do lucro total, isto é, do valor de Z. É ainda importante recordar que a análise foi realizada variando apenas um coeficiente de cada vez, pelo que é necessário ter uma atenção especial quando se alteram os dois coeficientes em simultâneo.

4.4.2 - Análise do lado direito das equações

 O objetivo desta análise é determinar a gama de funcionamento do processo produtivo, isto é, analisar até onde interessa aumentar os recursos de determinada atividade e até que ponto faz sentido diminuir os recursos sem causar sub-aproveitamento dos restantes.

 Assim, para os recursos que controlam o processo é interessante aumentar a sua disponibilidade até ao ponto em que com um novo aumento os restantes se esgotam e diminuir a sua disponibilidade até ao ponto em que os outros ficam excedentes. Para recursos que não representam qualquer influência na decisão de otimalidade previamente encontrada, é de todo o interesse reduzir a sua disponibilidade até ao estritamente necessário, isto é, fazer passar a reta da sua restrição sobre o ponto ótimo. Como é óbvio não trará qualquer vantagem ao processo disponibilizar mais recursos do que esses. Graficamente estes passos, fazem-se traçando retas paralelas à reta do recurso em análise por forma a respeitar o acima afirmado.
 Veja como é feito este estudo nas simulação seguintes: (anexo 7: gráfico)

 
Como se observou desta análise de sensibilidade, as variações que não comprometem o processo produtivo, nem por falta de disponibilidades nem por excesso das mesmas, são:
 
	Recurso
	Disponibilidade Existente
	Variação Admissível

	
	
	+
	-

	Câmara de Ar
	25
	3
	3

	Op. de Costura
	480
	Qualquer
	142.5

	Op. de Finalização
	240
	35.4
	44.4


4.4.3 -  Preço Sombra

É uma ferramenta adicional que complementa a análise de sensibilidade ao lado direito das restrições. Matematicamente representa o incremento que a função objetivo sofre devido ao aumento de uma unidade das disponibilidades do recurso em estudo.  Na prática diz-nos qual deverá ser o preço máximo a pagar para adquirir mais recursos ou o preço mínimo de venda quando se pretende reduzir essa disponibilidade.
 O preço sombra poderá ser determinado calculando o incremento sofrido pela função objetivo, quando esta varia em conseqüência da variação de disponibilidades. Como é obvio, esta definição, o preço sombra não varia quer estejamos a aumentar as disponibilidades, quer estejamos a reduzi-las.
Em suma, o preço sombra pode ser determinado por:
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5.  OBTENÇÃO DA SOLUÇÃO COM O RECURSO DO EXCEL

 
A utilização do Microsoft Excel permite-nos de uma forma muito simples e rápida obter soluções de problemas de programação linear, recorrendo ao módulo de otimização Solver. Pretende-se neste ponto realizar o paralelo com o exemplo da TecniBOLA, já resolvido pelo método gráfico. 
 Em geral o módulo de Solver não está disponível  no arranque do Excel. Para o ativar, seleciona-se o módulo Solver no menu Ferramentas - Suplementos. Este módulo tem capacidade de resolver problemas de otimização usando formas alternativas à resolução via método simplex.
 A forma como se organiza a informação na folha de Excel deve respeitar certas regras, por forma ao usuário ser capaz de interpretar corretamente o problema e obter a solução ótima.
 Para correr o módulo Solver deve-se selecionar a função solver no menu Ferramentas.
 Assim, e para que a exposição seja mais simples indica-se na figura seguinte uma forma possível de organizar a informação e a forma de introdução dos dados no módulo solver.
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Devem existir células indexadas aos valores das variáveis de decisão. Assim, as células onde se definem expressões, tais como a função objetivo, devem estar relacionadas com as primeiras, por forma a que exista uma atualização desses valores em resultado de alterações nos valores das variáveis de decisão. Veja-se isto mesmo na célula D17.
 
Na janela Parâmetros do Solver definem-se os parâmetros para o Solver através de três campos fundamentais:
 Células variáveis :
Neste campo devem ser indicadas as células referentes às variáveis de decisão. No exemplo apresentado as células B5 e C5 definem, respectivamente, o número de bolas Voleitok e Catechumbo a produzir.
Definir célula de destino: Neste campo deve ser indicada a célula D17 onde se definiu a expressão que define a função objetivo. Como se verifica, esta função foi definida à custa das células B5 e C5.

Submeter as restrições: Aqui definem-se as condições de validade do problema – Restrições. Para tal devem ser definidas em células separadas a expressão que 
relaciona o consumo do recurso com as variáveis de decisão e a quantidade existente desse recurso.
Após formular o problema no Excel, está-se em condições de o resolver, carregando no botão Solve. No entanto, para facilitar o desempenho do algoritmo otimizador devem-se ajustar um conjunto de opções que pode ser visualizada carregando em Options.  Aqui se ajustam entre outros parâmetros, a convergência, o tipo de modelo e a condição de não negatividade da solução, em um menu com a seguinte configuração:
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No final da execução do módulo de otimização surge uma janela onde se define se a solução encontrada pelo solver se mantém na folha de cálculo (neste momento apenas é possível visualizá-la) e pedir três tipos de relatório. A figura seguinte apresenta esta janela:

                                  [image: image22.jpg]Salver Found a soution. Al constraints and aptimalty.
conditions are satisfed. Reparts

 eep sover Sl

€ Restore Original Values

ok Cancel Save Scenario, Hep





No Relatório de Respostas são apresentados os resultados referentes às variáveis de decisão, função objetivo e quantidade de recursos em uso. Os Relatórios de Sensibilidade são relatórios de sensibilidade aos coeficientes da função objetivo, às disponibilidades dos recursos e do preço sombra na compra ou venda de recursos. Abaixo apresentam-se estes relatórios.

[image: image23.wmf]Microsoft Excel 10.0 Answer Report

Worksheet: [gp2-tabela.xls]Sheet2

Report Created: 24-05-2001 0:15:52

Target Cell (Max)

Cell

Name

Original Value

Final Value

$D$17

Z

0

225,5

Adjustable Cells

Cell

Name

Original Value

Final Value

$B$5

Voleitok

0

18

$C$5

Catechumbo

0

7

Constraints

Cell

Name

Cell Value

Formula

Status

Slack

$D$10

Câmara de ar Em Uso

25

$D$10<=$F$10

Binding

0

$D$11

Operação de Costura Em Uso

337

$D$11<=$F$11

Not Binding

143

$D$12

Operações de Finalização Em Uso

240

$D$12<=$F$12

Binding

0


[image: image24.wmf]Microsoft Excel 10.0 Sensitivity Report

Worksheet: [gp2-tabela.xls]Sheet2

Report Created: 24-05-2001 0:15:52

Adjustable Cells

Final

Reduced

Objective

Allowable

Allowable

Cell

Name

Value

Cost

Coefficient

Increase

Decrease

$B$5

Voleitok

18

0

10

1,916666667

3,5

$C$5

Catechumbo

7

0

6,5

3,5

1,045454545

Constraints

Final

Shadow

Constraint

Allowable

Allowable

Cell

Name

Value

Price

R.H. Side

Increase

Decrease

$D$10

Câmara de ar Em Uso

25

2,3

25

3,235294118

3,181818182

$D$11

Operação de Costura Em Uso

337

0

480

1E+30

143

$D$12

Operações de Finalização Em Uso

240

0,7

240

35

44,6875


Como era de esperar os resultados obtidos são iguais aos calculados pelo método gráfico. 
Como se viu, a utilização do Excel na resolução de problemas de programação linear não oferece grandes dificuldades, sendo na realidade bem simples de aplicar. A verdadeira vantagem deste módulo é resolver problemas com um maior  número de variáveis de decisão pois estes não são possíveis de resolver através do método gráfico. A grande vantagem do método do Excel Solver se deve aos relatórios apresentados anteriormente, porém como os modelos simulados são pequenos sabemos que o tempo gasto no Simplex é um pouco menor que o do Excel, põem não podemos deixar de mencionar que tanto o Simplex quanto o Excel obtém soluções até um certo número de iterações o que torna alguns problemas sem as condições de se achar a  solução ótima mais com uma solução bem próxima.  

5.1. -  Resolução de um problema com quatro variáveis de decisão com o solver do excel.

 

A TecniBOLA, foi consultada acerca da possibilidade de produzir, em regime de subcontratação, dois novos tipos de bolas: uma bola de Handebol, a Andebala, e uma bola de pólo aquático, a Poley. Os gestores da TecniBOLA após analisarem a proposta, consideraram que esta oferecia margens de lucro interessantes, pelo que decidiram realizar um novo estudo de otimização dos seus recursos, verificando se existiria uma vantagem efetiva em produzir a Andebala e a Poley em detrimento dos seus próprios produtos. Decidiram para isso utilizar o Excel.
 Na tabela seguinte sintetizam-se as informações necessárias para realizar o novo estudo:
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Como sempre é necessário obter a formulação matemática do problema. Seguindo os passos já ilustrados anteriormente  esta pode ser enunciada como:
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Com x1, x2, x3 e x4, sendo as variáveis de decisão, referentes ao número de bolas a produzir por dia dos tipos: Voleitok, Catechumbo, Andebala, Poley, respectivamente.
 Introduzindo na folha de cálculo esta formulação, de forma semelhante à já mostrada, obtém-se que:
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O Excel permitiu concluir que a proposta feita à TecniBOLA na realidade não oferece maior benefício. Em suma, os preços propostos face ao custo de produção dos novos produtos não oferecem vantagem em relação a atual produção.
 
Anexo 1: Problema de Análise de Atividades

· Função objetivo: 
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· Restrições:            
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· Forma compacta:   maximizar 
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· Forma compacta de restrições: 
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Onde, 
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Podemos associar este modelo a uma empresa que tem m recursos disponíveis para a realização de n atividades. Suponha-se que as atividades representem a fabricação de produtos.

Tem-se, então, para j = 1,2,..,n e   i = 1,2,....,m,

· Parâmetros: 
(     bi : é quantidade do recurso i disponível para as n atividades (
[image: image36.wmf]0
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(     cj :  lucro unitário do produto j.
(   aij : quantidade de recursos i consumida na produção de uma unidade do   produto j.
· Variáveis: 
(   xj (nível de produção da atividade de j) . As variáveis   xj  (j = 1,2,...n) são as    incógnitas do problema.

A função Objetivo a ser maximizada representa o lucro total da empresa nessas n atividades, as m restrições informam que o gasto total do recurso i nas n atividades tem de ser menor ou no máximo igual à quantidades de bi  disponível daquele recurso. As restrições  
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 eliminam a possibilidade de níveis negativos para as diversas atividades.

Temos a notação matricial deste modelo:

A =   
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Anexo 2: Problema da Dieta

    Função objetivo:   Z = minimizar 
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· Restrições:            
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· Forma compacta:   minimizar 
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· Forma compacta de restrições: 
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Onde, 
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Podemos associar este modelo a uma pessoa que deseja minimizar custos da sua dieta diária. As atividades representam o consumo dos alimentos que poderão entrar na dieta, e os recursos são as vitaminas que não podem deixar de ser consumidas durante a dieta.

Tem-se, então, para j = 1,2,..,n e   i = 1,2,....,m,

· Variáveis: 
(   xj : quantidade do alimento j na dieta. Os  xj  (j = 1,2,...n) são as incógnitas do problema.

· Parâmetros: 
(   bi : é quantidade mínima da vitamina i que deve ser obtida dos n alimentos.

(   cj :  custo unitário do alimento j.
(   aij : quantidade da vitamina i fornecida por uma unidade de alimento j.
A função objetivo a ser minimizada representa o custo total da dieta a ser realizada com os n alimentos, as restrições indicam que o total da vitamina i obtida dos n alimentos tem de ser maior ou igual que a quantidade mínima  bi daquela vitamina. 

Em notação matricial  teremos:

Z = Mìn : cx  

sujeito a : 
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Anexo 3: Problema de Transporte

· Função objetivo:   Z = minimizar 
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· Restrições:            
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O modelo do problema de transporte tem por objetivo minimizar o custo total do transporte necessário para abastecer n centros consumidores (destinos), a partir de m centros fornecedores (origens). Conforme o esquema abaixo: 
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Tem-se, então, para j = 1,2,..,n e   i = 1,2,....,m,

· Variáveis : 
(   xij : quantidade a ser transportada da origem i para o destino j na dieta. Os  xij  são as incógnitas do problema.

· Parâmetros:
 (   bi : é quantidade requerida no destino j.

(   cij :  custo unitário de transporte da origem i para o destino j.
(   ai : quantidade disponível na origem i.
As m restrições de ofertas para cada origem, indicam que a quantidade que sai da origem i tem de ser igual à quantidade ai disponível naquela origem.

As n restrições de demanda uma para cada destino, indicam que a quantidade que chega a cada destino j tem que ser igual a quantidade bj requerida por aquele destino.


Em notação matricial  teremos:

Z   = Mìn : cx 

 sujeito a :
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Anexo 4:  Técnica Gráfica de Solução de Modelos de

Programação Linear com Duas Variáveis de Decisão

· essa técnica consiste em representar em um plano cartesiano o conjunto de possíveis soluções do problema

· essas soluções são na verdade o conjunto de pontos (x1,x2) que obedecem as restrições impostas pelo sistema em estudo

· o desempenho do modelo é avaliado através da representação gráfica da função objetivo, avaliando cada solução possível de acordo com sua posição no gráfico

· sabe-se que a representação gráfica de uma equação linear é uma reta

· a partir disso, a representação gráfica de uma inequação linear é um dos sub-planos delimitados pela reta da equação linear equivalente

Exemplo 1: representação gráfica da inequação 4.x1 + 3.x2 ( 12 

          X2

            4  -                 Região de

                                   Soluções

            2  -


                        |                 |               X1




      2               4 

Exemplo 2: representação gráfica da solução do sistema:

4.x1 + 3.x2 ( 12       x1+2.x2 ( 2           x1 ( 0            x2 ( 0

           X2

            4  -                 

            2  - Região

                  de Solu-  




   ções


                        |                 |               X1




      2               4 

· na Região de Soluções encontram-se todas as soluções possíveis para o problema

· cada ponto dessa região, definido por um par de coordenadas (x1, x2) é uma solução viável, o que leva à conclusão que o sistema admite infinitas soluções

· de acordo com a função objetivo do problema, se faz necessário distinguir entre todos os pontos aquele que permite uma solução ótima para o problema

· para tanto, verifica-se na representação gráfica do sistema o comportamento da função objetivo, que é modelada por uma reta

· deslocando essa reta paralelamente a si mesma pela região de soluções nos permite encontrar o ponto de solução ótima

· a análise da representação gráfica permite melhor entendimento

L = Máx 4.x1 + x2

Restrições Técnicas:
2.x1+3.x2 ( 12
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Anexo 5: Exemplos de redução de um modelo de programação linear para a forma padrão:

1. Ocorrência de desigualdades:
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· A;  na primeira linha temos função objetiva que no caso da forma padrão deve ser de minimizar a função e não maximizar a função, então teremos que substituir a mesma trocando então o sinal.

· B ; na segunda linha que chamamos pela letra A temos uma desigualdade, como já vimos neste caso temos que acrescentar uma variável de folga neste caso com sinal positivo, pois o sinal da desigualdade é maior ou igual.  

· C; na terceira linha também temos uma desigualdade, porém a variável de folga a ser acrescentada será negativa por causa do sinal menor ou igual

· D; a primeira coisa a fazer na terceira linha é tirar o valor negativo da restrição, para isso vamos multiplicar ambos os lados por –1, depois vamos acrescentar uma variável de folga positiva por causa do sinal maior ou igual.

· E; na quinta linha temos uma igualdade porém como vamos explicar mais adiante temos que tomar cuidado com as condições do problema.

· F; as condições estão me avisando que os valores de 
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, então podemos verificar que temos problema com a variável 
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, que teremos então colocar uma variável simétrica e uma variável livre

Ficamos agora com o sistema da seguinte forma:
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O passo seguinte será de trocarmos as variáveis que temos problema das condições para o da forma padrão e vamos ficar com o sistema da seguinte forma;
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Colocando o sistema da forma matricial temos:

A =
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Anexo 6 : Gráficos  - Solução Gráfica
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Anexo 7:   Gráfico de Análise de Sensibilidade
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CONCLUSÃO

A programação linear é uma  ferramenta eficaz na otimização de objetivos (custo, perdas, etc...) em processos industriais. Para tal iniciamos um estudo de como modelar matematicamente um problema, observando seus objetivos, restrições e limitações. Uma questão importante  refere-se a dificuldade de modelar matematicamente um problema real. Tal dificuldade leva a desprezar algumas restrições tendo como conseqüência uma solução ótima do problema modelado e não-ótima do problema real.


A seguir alguns métodos de solução são propostos, tais como o método simplex e o método excel solver. Mais profundamente estudamos o método solver do excel resolvendo um problema prático de uma empresa que fabrica bolas. Modelamos matematicamente o problema desta industria, resolvemos graficamente sua solução e fizemos a análise de sensibilidade encontrando os possíveis valores que as variáveis podem atingir sem modificar (diminuir) o valor ótimo da função objetivo.

Vale observar que a solução ótima de um problema linear pode não ser trivial, principalmente se o número de variáveis aumentar drasticamente. Para superar este problema utilizamos um coeficiente de tolerância para a solução ótima, ou seja, aceitamos soluções até 5% da solução ótima, diminuindo assim a quantidade de iterações e o tempo necessários para encontrar tais soluções.

Finalmente, observamos que o uso adequado da programação linear  pode gerar  altos lucros, embora não seja tarefa fácil a modelagem matemática de grande maioria dos problemas reais.
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