

 Programação Linear

 História

A Programação Linear é um ramo muito jovem da Matemática. Teve o seu início em 1947 quando G. B. Dantzig inventou e desenvolveu o “Método Simplex” para resolver problemas de otimização formulados a partir de questões de logística da Força Aéreas dos EUA, durante a segunda Guerra Mundial. Seguiu-se um período de rápido e grande desenvolvimento neste novo ramo da Matemática, pois até 1947 os problemas logísticos eram tradicionalmente resolvidos intuitivamente por tentativa e erro. Os problemas de gestão organizacional começaram a ser resolvidos com grande eficiência pela Programação Linear, o que levou a que as grandes organizações começassem a dar importância ao trabalho dos matemáticos, olhando para estes com outros olhos. O cálculo desenvolveu-se no Século XVII para resolver problemas de mecânica, a Programação Linear desenvolveu-se no Século XX para resolver problemas de logística. Uma contribuição decisiva para o desenvolvimento da Programação Linear veio das suas aplicações a problemas clássicos da Economia, destacando se, nesta área, o nome de T. C. Koopmans. Assim como Dantzig, também o Russo L. V. Kantorovich desenvolveu, em 1939, um algoritmo rudimentar para resolver alguns problemas particulares de Programação Linear; as suas descobertas só mais tarde vieram a ser tornadas públicas.   Kantorovich foi galardoado em Outubro de 1975, juntamente com T. C. Koopmans, com o prêmio Nobel da Economia. Infelizmente o trabalho de Dantzig não foi consagrado por ser considerado demasiado matemático.

Após a segunda Guerra Mundial os desenvolvimentos tecnológicos dos computadores e da Informática tornaram-se fatores decisivos para a evolução acelerada da Programação Linear. Os problemas clássicos de Programação Linear deixaram de ser os chamados problemas de “mistura” e passaram a ser outros; destacando-se o planejamento de chamadas telefônicas e de vôos de aviões. É para resolver eficientemente o problema de chamadas telefônicas que o matemático Narenda Karmarkar, um investigador dos Laboratórios Bell da AT&T, desenvolve em 1984 um novo algoritmo que é muitas vezes mais rápido que o método simplex A encontrar o caminho mais curto ou, até mesmo, a fazer o planejamento horário mais eficiente.  Pensamos que outros algoritmos se seguirão, pois à crescente complexidade dos dias de hoje a Matemática tem que responder, e responde, com simplicidade e eficiência..
O modelo matemático de um problema de otimização pode ser formulado como segue (Chiang: 1982, p. 556):
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Z = c1x1 + c2x2 +............ cnxn (1)

Sujeito a:

a11x1 + a12x2 +.............. a1nxn  r1

a21x1 + a22x2 +.............. a2nxn  r2 (2)

am1x1 + am2x2 +............. amnxn  rm

e xj  0 (j = 1,2,............,n)

onde:

a. (1) representa a função matemática que codifica o objetivo do problema e é denominada função objetivo. 

b. (2) representam as funções matemáticas que codificam as principais restrições identificadas. 

c. "Z" é a função a ser maximizada ou minimizada, respeitando o conjunto de restrições. 

d. "xi" são as variáveis decisórias que representam as quantidades ou recursos que se quer determinar para otimizar o resultado global. 

e. "ci:" são os coeficientes de ganho ou custo que cada variável é capaz de gerar. 

f. "rj" representa a quantidade disponível de cada recursos 

g. "aij" representa a quantidade de recursos que cada variável decisória consome. 

Programação Linear Inteira
Segundo LACHTERMACHER (2004:267)
Problemas de programação linear inteira são problemas de programação matemática em que uma ou mais variáveis de decisão são apresentadas  por valores inteiros . Esses problemas podem apresentar dois tipos básicos.
· Programação Inteira Total: Todas as variáveis de decisão são do tipo inteiro;
· Programação Inteira Mista: apenas uma parte das varáveis são do tipo inteiro, enquanto outras são do  tipo real.

A programação linear inteira pode ser entendida como um caso específico da programação linear, onde as variáveis devem ser inteiras ou ao menos parte destas variáveis. O valor da solução ótima encontrada em problema relaxado, ou seja, em um problema de programação linear será maior que o valor ótimo encontrado no mesmo problema, porém utilizando a programação linear inteira PLI ou ILP. Isto acontece devido os valores dos coeficientes das variáveis de decisão ser inteiros, ou seja, a fração que é encontrada no problema de programação linear, contribuía para o aumento do valor função objetivo.
Segundo CAIXETA-FILHO (2004:75)
Programação inteira pura, ou simplesmente programação inteira, é uma variação da programação linear, que também é adequada para solução de problemas que envolvam a programação mista ( estrutura linear com características inteiras e não inteiras), e particularmente para problemas que envolvam escolhas que possam ser representadas por variáveis binárias do tipo zero-um.

De maneira geral, os problema passível de solução por programação linear inteira dever apresentas as seguintes características:

A) A função objetivo linear;

B) Restrições lineares;

C) Variáveis positivas;

D) Algumas ou todas variáveis inteiras.

Existe um caso especial de variáveis inteiras: as variáveis binárias que apenas podem tomar os valores 0 (zero) ou 1 (um). Quando todas as variáveis de um modelo são binárias, o modelo diz-se de Programação Inteira Binária. As variáveis binárias são muito úteis para exprimirem situações dicotômicas (sim ou não, fazer ou não fazer, etc.).
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Segundo LACHTERMACHER (2004:268)
A primeira idéia que pode vir à mente é a de resolver o problema como se fosse um problema de programação linear e truncar os valores ótimos encontrados para cada uma das variáveis de decisão. Para problemas de grande porte, isto geralmente resultará numa solução aceitável ( próxima do ótimo real) sem a violação de nenhuma restrição. Para problemas menores, este tipo de procedimento geralmente nos levará a soluções inaceitáveis, às vezes longe do valor ótimo.
A todo o problema de programação linear inteira está associado um problema com a mesma função-objetivo e as mesmas restrições,. Com exceção da condição de variáveis inteiras. A este problema se dá o nome de problema relaxado.
EX:
Problema de PLI oi ILP                                                   Problema de PL
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 EMBED Equation.3  [image: image8.wmf]

[image: image9.wmf]s

SãoInteiro

X

X

x

x

x

x

x

x

Sujeitoa

x

x

-

³

£

+

£

+

+

2

,

1

0

2

,

1

50

2

4

1

6

35

2

4

1

2

:

2

20

1

10

max

                                                             
[image: image10.wmf]0

2

,

1

50

2

4

1

6

35

2

4

1

2

:

2

20

1

10

max

³

£

+

£

+

+

x

x

x

x

x

x

Sujeitoa

x

x

                 
Quando o problema envolve apenas duas variáveis de decisão, a solução ótima de um problema de programação linear inteira (PLI) pode se encontrada graficamente.



O Algoritmo de Branch and Bounds é o procedimento mais utilizado atualmente na resolução de problemas do tipo PLI. Existem diversas variantes deste método para tratamento de diversos tipos de problemas específicos. A idéia geral é o de dividir o conjunto de soluções viáveis, em subconjunto sem intersecções entre si, calculando-se os limites superiores e inferiores para cada subconjunto e eliminar certos subconjuntos de acordo com regras preestabelecidas, LACHTERMACHER (2004: 271).
De acordo com CAIXETA-FILHO (2004:75-76)
O método de “Branch and Bound”(algoritmo de bifurcação e Limite) é o mais disseminado para problemas de programação linear inteira, com os seguintes passos a serem observados.

1. Resolva a questão como se fosse um problema trivial de programação linear, com as variáveis relaxadas. Examine a solução relaxada ótima obtida e verifique se as variáveis que deveriam ser inteiras observam efetivamente valores inteiros. Em caso positivo, o problema (por coincidência) está resolvido. Se não, siga para o próximo passo.

2. Se a solução obtida contém uma variável não-inteira, por exemplo,Xj*, então i1 < Xj*< i2 , onde i1 e i2 são inteiros consecutivos e não negativos. Dois novos modelos de programação linear inteira são então criados, acrescentando ao problema de programação linear inteira original ou a restrição 
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3. Se alguma das primeiras aproximações continuar a apresentar soluções não-inteiras, o problema de programação linear inteira originado pro esta primeira aproximação torna-se candidato a uma bifurcação adicional.

4. se o problema for de maximização, a bifurcação continua até ser obtido uma primeira aproximação inteira ( que é uma solução, não necessariamente ótima, do problema original). O valor da função objetivo correspondente a esta primeira aproximação inteira torna-se um limite inferior para o problema. Todos os modelos cujas primeiras aproximações, inteiras ou não, conduzam a valores da f unção objetivo menores que o limite inferior devem ser descartadas.
5. Se o problema for de minimização, o procedimento permanece o mesmo, exceto que os limites a serem utilizados deveram ser superiores e não mais inferiores. Assim, o valor da função objetivo a partir da primeira solução inteira torna-se o limite superior do problema, devendo ser eliminados os modelos com valores da função objetivo  maiores que o limite superior corrente.



Certa empresa fabrica 2 produtos P1 e P2. O lucro por unidade de P1 é de $100 e o lucro unitário de P2 é de $150. A empresa necessita de 2 horas para fabricar uma unidade de P1 e 3 horas para fabricar uma unidade de P2. O tempo mensal disponível para essas atividades é de 120 horas. As demandas esperadas para os dois produtos levaram a empresa a decidir que os montantes produzidos de P1 e P2 não devem ultrapassar 40 e 30 unidades por mês, respectivamente. Construa o modelo do sistema de produção mensal com o objetivo de maximizar o lucro da empresa.

Resolução:
Todo o problema de programação linear se inicia pela descrição das variáveis de decisão:

P1 => Quantidade a ser produzido/Vendido do produto 1

P2=> Quantidade a ser produzido/Vendido do produto 2

Função objetivo. Max Lucro: 
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 Disponibilidade de horas para a fabricação dos produtos.
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Resolvendo através da análise gráfica.
Primeiramente vamos encontras os pontos:
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A área azul do gráfico corresponde à região de soluções, em programação linear os extremos apresentam as melhores soluções, neste caso temos 4 extremos.
Ponto 1 (P1=0 e P2 =0), logicamente não é a melhor solução, pois não temos lucros e a própria função objetiva nos mostra que é viável produzir.

Ponto 2 (P1=40 e P2=0). Lucro = 100 x (40)+150 x (0) = R$ 4.000,00

Ponto 3 (P1=0 e P2=30) Lucro = 100 x (0)+ 150 x (30) = R$ 4.500,00

Ponto 4 a intersecção das duas retas, o ponto 3 nos mostrou que é melhor produzir 30 unidades de P2, logo à quantidade a ser produzida de P1 é a divisão do total de horas disponíveis após a produção de 30 unidades de P2. Sabemos que para produzir 1 unidade de P2, gastamos 3 horas como vamos produzir 30 x 3hs = 90hs como o total disponível era 120, logo esta sobrando 30hs. Para produzir uma unidade de P1 gastamos 2 horas, portanto a quantidade a ser produzido de P1=30hs/2hs= 15 unidades.

Solução ótima: Produzir P2 = 30 e P1= 15, gerando um lucro máximo de 100 x (15)+ 150 x (30) = R$ 6.000,00.

Como foi dito anteriormente por CAIXETA-FILHO, resolvemos o problema como se o mesmo fosse um problema trivial de programação linear e observamos que as variáveis de decisão são inteiras , portanto por coincidência o problema esta resolvido.
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Os gráficos acima estão demonstrando as quantidades ótimas dos produtos P1=15 e P2 = 30

Problema 2: 
Certa empresa produz dois produtos P1 e P2, para fabricar uma unidade de P1 a empresa necessita de 1 horas e para fabricar uma unidade de P2 a empresa necessita de 4 horas. As disponibilidades são de 12 horas. Para fabricar 1 unidade de P1 a empresa necessita de 1 unidade de matéria prima X e para fabricar uma unidade de P2 a empresa necessita de 4 unidades da matéria prima X. A disponibilidade de matéria prima x no estoque é de 24 unidades. Cada produto pode ser vendido por R$ 3,00. 
Determine a quantidade ótima de produção, que maximiza a receita. Utilizando a programação linear inteira.

Solução:
Variáveis de decisão:
P1 => A quantidade a ser produzida/vendida do produto 1

P2=> A Quantidade a ser produzida/Vendida de produto 2.

Função objetivo Max lucro = 
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Sujeito a: 
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Variáveis de não negatividade 
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Como há 2 variáveis vamos resolver através da análise gráfica.
Primeiramente encontra os pontos:
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A área que esta em cinza indica a região de soluções, como foi dito anteriormente em programação linear os extremos apresentam as melhores soluções. Veja que neste caso temos 4 pontos ou extremos.
Ponto 1 ( P1=0 e P2 = 0), logo esta não é a melhor solução, pois, a própria função objetivo nos mostra que é viável produzir, pois termos lucro.
Ponto 2 ( P1 = 4 e P2 =0), lucro = 3 x (4)+ 3 x (0) = R$ 12,00

Ponto 3 ( P1= 0 e P2 = 3) , lucro  = 3 x (0)+ 3 x (3) = R$ 9,00

Ponto 4 interseção das retas:
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Primeiro passo transformar as inequações em equações.
P1+4P2 = 12

6P1+4P2=24

Empregando o método algébrico por adição

- 6 x P1+4P2 = 12

-6P1-24P2 = -72

 6P1+4P2=  24

-20P2 = -48

P2 = -48/-20 

P2 = 2,40

Agora vamos encontrar o valor de P1, substituindo temos:
6P1+4 x (2,40) = 24

6P1+ 9,60 = 24

6P1= 24-9,60

P1= 14,40/6

P1 = 2,40

Lucro = 3 x (2,40) + 3 x (2,40) = R$ 14,40
Solução ótima : Produzir P1 = 2,40 e P2 = 2,40 , gerando um lucro máximo de R$ 14,40. Observamos e identificamos que os coeficientes das variáveis de decisão não são inteiros, portanto passamos para 2 parte,como descreve CAIXETA –FILHO.

Por ser tratar de um problema de maximização, impõe um limite superior (14,40) ao valor ótimo da função objetivo, ou seja, os valores encontrados através da programação linear inteira não poderam ser maiores que o valor encontrado através da programação linear. Como o ponto P1 = 1 e P2 = 2 fazem parte do conjunto  de soluções viáveis, isto impõe um limite inferior de 9 =( 3 x 1+ 3 x 2)  ao valor ótimo da função objetivo. Com estas observações, estabelecemos um intervalo para o valor ótimo da função objetivo .
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Chamaremos de limite superior Atual LSA 14,40 e Limite inferior atual LIA 9.

Como sabemos que os valor de P1 e P2 não podem ser fracionários, devemos escolher umas das variáveis e torná-la inteira. Escolhendo a variável P1, estaremos dizendo que seu valor deve ser menor ou igual 2 ou maio ou igual 3, já que nenhum número neste intervalo é viável. Podemos então dividir este problema original em dois subproblemas ( problemas 2 e 3)
Problema 2.                                         Problema 3
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Sujeito a:                                           Sujeito a:
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 Para o problema 2 e 3 encontramos as seguintes soluções: 
P1=2                                                            P1 = 3,

P2= 2,5                                                        P2= 1,5

LSA = 13,50                                                LSA = 13,50
LIA = 9                                                        LIA = 9
Podemos representar graficamente estas soluções:
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Como em ambos os casos o valor ótimo do problema relaxado é menor que o LSA, este valor passa a ser o melhor valor para função ótima pode atingir. De posse destas informações vamos estabelecer intervalos para o valor ótimo da função objetivo.
(9
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O valor de P2 ainda é fracionário em ambos os casos problema ( 2 e 3). Portanto, podemos subdividir ambos os problemas em duas partes, ou seja, o problema 2 será criado 2 novos subproblemas ( 4 e 5) e no problema 3 ( 6 e 7).

Problema 2 será subdividido em:
Problema 4                                                               Problema 5:
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O problema 3 será subdividido em:
Problema  6                                                              Problema  7
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Sujeito a:                                                                  Sujeito a:
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As respostas dos problemas 4 e 5 são:
P1 = 2                                    P1 = 0

P2 = 2                                    P2 = 3

Sol = 12                                Sol = 9

As respostas para os problemas 6 e 7 são:

P1 = 3,33333                                  .

P2= 1,0

LSA= 13,

LIA= 9 

O problema 7 apresentou solução inviável, pois o valor da função objetivo foi superior ao LSA de 13,50, portanto o problema não tem solução viável.
Veja a árvore do algoritmo:
                                                 Prob 1
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Veja que para os subproblemas 4 e 5, as variáveis são inteiras , logo a solução são ótimas, porém o problema 6 apresentou coeficiente fracionários, logo temos que criar mais 2 subproblemas ( 8 e 9)
Prob 8                                                                          Prob 9
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Sujeito a:                                                                  Sujeito a:
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Respostas dos problemas 8 e 9;

P1 = 3                         P1 = 4

P2 = 1                         P2 = 0

Sol = 12                      Sol = 12

Veja a árvore do algoritmo:

                                                 Prob 1
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Como podemos notar, todos os ramos da árvore apresentam soluções inteiras e ou inviáveis. Isto, portanto, encerra o processo do algoritmo. Observando os anéis finais de cada ramo, podemos notar que a solução para PLI é múltipla, já que três ramos atingiram a mesma solução ótima inteira. Caso uma das soluções finais dos ramos fosse maior que as outras escolheríamos a maior solução inteira.
O próximo problema, teve com objetivo demonstrar a aplicabilidade da programação inteira binária em finanças.
Problema: 3

Supondo que a empresa X, tenha uma disponibilidade máxima de R$ 650 reais para realizar vários investimentos. A taxa mínima de atratividade requerida por esta empresa é 10%, para cada um dos projetos. Os projetos 1 a 6 são mutuamente excludentes, ou seja, a escolha de um elimina os outros 5.
Depois de realizado os cálculos obteve os seguintes resultados

	Projeto
	Investimento Inicial/

(UM 1.000,00)
	Valor Presente p/ I=

 10% p/UM 1.000,00

	1
	R$ 150,00
	R$ 500,00

	2
	R$ 160,00
	R$ 515,00

	3
	R$ 170,00
	R$ 555,00

	4
	R$ 210,00
	R$ 530,00

	5
	R$ 180,00
	R$ 565,00

	6
	R$ 240,00
	R$ 595,00

	7
	R$ 200,00
	R$ 500,00

	8
	R$ 150,00
	R$ 400,00

	9
	R$ 70,00
	R$ 30,00

	10
	R$ 250,00
	R$ 350,00

	11
	R$ 150,00
	R$ 300,00


Selecionar o portfólio de projetos que maximize o valor presente desta empresa. Os recursos disponíveis são de R$ 650.

Solução:
Variáveis de decisão:

X1=> Quantidade de recursos a serem empregados no projeto 1

X2 => Quantidade de recursos a serem empregados no projeto 2

X3=> Quantidade de recursos a serem empregados no projeto 3
X4= >Quantidade de recursos a serem empregados no projeto 4

X5=> Quantidade de recursos a serem empregados no projeto 5

X6 => Quantidade de recursos a serem empregados no projeto 6

X7=> Quantidade de recursos a serem empregados no projeto 7

X8=> Quantidade de recursos a serem empregados no projeto 8

X9=> Quantidade de recursos a serem empregados no projeto 9

X10=> Quantidade de recursos a serem empregados no projeto 10

X11=> Quantidade de recursos a serem empregados no projeto 11
Função objetivo Max VPL = 
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Sujeito a:
Disponibilidade de capital
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Projetos mutuamente excludentes:
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Variáveis de não negatividade 
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Agora vamos modelar no Ms-Excel.
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Modelagem matemática no Excel.
	Célula
	Fórmula
	Restrição

	Função objetivo B18
	=SOMARPRODUTO(C3:C13;D3:D13)
	

	Projetos excludentes B17
	=SOMARPRODUTO(D3:D8)
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	Necessidade de Capital B14
	=SOMARPRODUTO(B3:B13;D3:D13)
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Parametrização do solver.
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Solução ótima encontrada.
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Solução ótima: Aceitas os projetos 1,7,8 e 11, gerando um VPL máximo de R$ 1.700,00.
Problema 4:

Uma indústria quer se expandir, construindo nova Fábrica ou em Uberlândia ou em São Paulo. Também será considerada a construção de um novo Depósito na cidade que for selecionada para receber a nova Fábrica.  

O Valor Presente Líquido de cada alternativa está na Tabela 1. A última coluna dá o Capital Requerido para os investimentos, sendo o capital total disponível $25 milhões.

 Achar a combinação viável de alternativas que Maximize o Valor Presente Líquido Total. 

	Decisão
	Sim ou Não
	Variável
De

Decisão
	VPL
	Capital

Requerido

	1
	Fábrica em UDIA
	X1
	7.000.000
	20.000.000

	2
	Fábrica em SP
	X2
	5.000.000
	15.000.000

	3
	Depósito

em UDIA
	X3
	4.000.000
	12.000.000

	4
	Depósito

em SP
	X4
	3.000.000
	10.000.000


Modelagem Matemática

X1= Construir a nova fábrica em Uberlândia
X2 = Construir a nova fábrica em São Paulo
X3= Construir o Depósito em Uberlândia 
X4= Construir o Depósito em São Paulo
Função Objetivo: Max VPLT=
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Restrições Técnicas:  
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     Alternativas Contingentes das Decisões, ou seja, a escolha viável de são Paulo ou Uberlândia para construção da fabrica, implique que o armazém também será fabricado nesta mesma cidade, em outras palavras é a interligação da construção da fabrica com o armazém para cada uma das cidades.

Variáveis de não negatividade: 
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Solução pelo Ms-Excel.
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Modelagem em Excel

	Célula
	Fórmula
	Restrição

	Função objetivo B
	=SOMARPRODUTO(B3:B6;D3:D6)
	

	Projetos excludentes B11
	=1*D3+1*D4
	
[image: image79.wmf]1

£



	Necessidade de Capital B10
	=SOMARPRODUTO(C3:C6;D3:D6)
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	Alternativas contingentes B12
	=-1*D3+1*D5
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	Alternativas contingentes B13
	=-1*D4+D6
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Parametrização do solver
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Resposta :
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Solução ótima: Instalar a fábrica e o armazém em São Paulo, gerando um VPL máximo de 8 milhões. Consumindo todo o orçamento.
Conclusões
Este trabalho teve como objetivo demonstrar a aplicabilidade de um instrumento de pesquisa operacional ou investigação operacional, para resolver problemas empresarias.

A programação linear inteira pode ser empregada para resolver problemas de alocação de tarefas, finanças, produção, transportes. Em fim a programação linear é uma poderosa ferramenta para ser usada na administração ou engenharia de produção, percebemos que os resultados proporcionados pelo emprego de técnicas de otimização são extremamente positivos.
·  “Desenvolver a capacidade de usar a Matemática como instrumento de interpretação e intervenção no real”; 
· Após a realização deste trabalho, estou mais convencido das potencialidades que a Programação Linear traz ao melhoramento da administração.
· O raciocínio matemático adquirido através da aplicação de técnicas de pesquisa operacional, nos direciona para a tomada de decisão mais acertada, porém o mundo não pode ser traduzido apenas numa linguagem matemática, por isso devemos ser críticos e inteligentes, visando extrair o máximo de benefícios com o emprego de técnicas de pesquisa operacional.
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