Triângulos e Quadriláteros

         Apresentaremos as fórmulas da geometria plana para o cálculo da área de um triângulo e de um quadrilátero cíclico (ins- crito numa circunferência) em função do comprimento de seus lados e de seu semiperímetro. Para o triângulo esta é conhecida como a fórmula de Heron de Alexandria , embora escritores árabes afirmem que esta foi descoberta  por Arquimedes . Para os  quadriláteros  cíclicos há  uma generalização natural  da fórmula de Heron , tão  importante , que  é  considerada como a mais notável  descoberta  da  geometria hindu , feita  por BRAHMAGUPTA . Originalmente  a  prova  de Brahmagupta  faz uso do 

conhecido Teorema de Ptolomeu  para  quadriláteros cíclicos . Aqui , estas duas fórmulas são deduzidas , elementarmente , da Lei dos co-senos para um triângulo.

A Fórmula de Heron  ( HIERÃO )

_^

         Seja ABC um triângulo cujos lados medem a , b e c indicados na figura abaixo,então a medida da área deste triângulo é dada pela fórmula :   
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          Prova :

         Sabemos que a área de um triângulo é calculada pela fórmula :            S =  1  b h

                                                                                                                                       2

         A altura relativa ao lado AC é dada por  h = a sen 
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C

 donde podemos escrever para a área :

                              S =  1  a b sen 
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         Utilizando a Lei dos co-senos para um triângulo qualquer , podemos escrever para o lado  AB  a seguinte igualdade :

                             c 2  = a 2  +  b 2  –  2 a b cos  
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         ( 2 )

levando ao quadrado S na expressão  ( 1 )  temos que:


                 S 2 =  1  a 2 b 2 sen 2 
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                             4 S 2 = a 2 b 2 sen 2 
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 = a 2 b 2 ( 1 – cos 2 
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 ) = a  b  ( 1 – cos  
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 ) a b ( 1 + cos  
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                             4 S 2 =  ( a b – a b cos  
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 ) ( a b + a b cos  
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         Multiplicando este último resultado por 4, obtemos:

                             16 S 2 =  2 ( a b – a b cos  
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 ) 2 ( a b + a b cos  
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                             16 S 2 =   ( 2 a b – 2 a b cos  
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 ) ( 2 a b + 2 a b cos  
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         Completando quadrados e adequando os fatores para o uso da Lei dos co-senos ( 2 ) teremos :

                             16 S 2 =   ( – a 2 – b 2 + 2 a b + a 2 + b 2  – 2 a b cos  
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 ) ( a 2 + b 2 + 2 a b – a 2 – b 2  + 2 a b cos  
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                             16 S 2 =   [ – ( a  – b ) 2 + a 2 + b 2  – 2 a b cos  
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 ] [ ( a  + b ) 2 – ( a 2 + b 2  – 2 a b cos  
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                             16 S 2 =   [ – ( a  – b ) 2 + c 2 ] [ ( a  + b ) 2 – c 2 ]

                             16 S 2 =   [ c 2 – ( a  – b ) 2  ] [ ( a  + b ) 2 – c 2 ]

                             16 S 2 =  [ c + ( a – b ) ] [ c – ( a – b ) ] [ ( a + b ) + c  ] [ ( a + b ) – c  ] 
                             16 S 2 =  ( a  + b + c ) ( – a + b + c ) ( a  –  b + c  ) ( a + b  – c ) 
                             16 S 2 =  ( a  + b + c ) ( a + b + c – 2 a ) ( a + b + c – 2 b ) ( a + b + c  – 2 c ) 

Dividindo toda a igualdade  por 16 teremos :

                             S 2 =  1  ( a  + b + c )  1  ( a + b + c – 2 a )  1  ( a + b + c – 2 b )  1  ( a + b + c  – 2 c )
                                       2                        2                                 2                                2

                             S 2 = ( a  + b + c )  (  a + b + c  – 2 a ) (  a + b + c  –  2 b )  ( a + b + c  – 2 c )
                                                 2                     2            2              2              2              2             2

                             S 2 = p ( p – a ) ( p – b ) ( p – c )     e finalmente :


S = 
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                       Fórmula de Heron


Fórmula de fácil memorização e de grande utilidade .

2

.

A Fórmula de Brahmagupta

         A medida da área de um quadrilátero cíclico ( inscritível ) de lados a , b , c , d  ; cujo semi - perímetro denotado por p ; é dado pela seguinte fórmula :
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onde :    p =  1  ( a  + b + c + d  )
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          Os seguintes fatos elementares serão considerados na demonstração :

1- Em um quadrilátero inscritível os ângulos internos opostos são suplementares , portanto ,  
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 + 
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  = 180°  
2- As áreas dos triângulos S 1 e S 2 são dadas pelas relações :

                              S 1 =  1  a b sen 
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                                     S 2 =  1  c d sen 
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3- A diagonal x , indicada na figura anterior , verifica , segundo a Lei dos co-senos nos dois triângulos , a seguinte relação :

                             x 2  =  a 2  +  b 2  –  2 a b cos  
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  =  c 2  +  d 2  –  2 c d cos 
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         Prova :

Da afirmação  1  podemos concluir que cos ( 
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) = cos ( 180° ) = –1  , que implica na igualdade :
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= –1    ou seja     sen 
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=  1 + cos 
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Como a área do quadrilátero é a soma das áreas dos triângulos podemos afirmar que A = S 1 + S 2  ; substituindo  2  obtemos a

igualdade : 

                              A  =  1  a b sen 
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 +  1  c d sen 
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    ,   portanto        2 A  =  a b sen 
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 + c d sen 
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Elevando ao quadrado temos :

4A2  =  a 2 b 2 sen 2 
[image: image42.wmf]^
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 + 2 a b c d sen 
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4A2  =  a 2 b 2 ( 1 – cos 2 
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4A2 = a2 b2 (1– cos 
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Escrevendo os dois termos centrais do lado esquerdo da igualdade de uma maneira diferente temos :

a b c d (1+cos 
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Portanto temos :

4A2 = a2 b2 (1– cos 
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4A2 = a2 b2(1– cos 
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4A2 = a b (1 – cos 
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4A2 = [ a b (1 – cos 
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Multiplicando por 4 esta última equação temos :

16A2 = 2 [ a b (1 – cos 
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16A2 = – ( 2 a b cos 
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16A2 = – (a 2  +  b 2  –  c 2  –  d 2  – 2 a b – 2 c d )  (a 2  +  b 2  –  c 2  –  d 2  + 2 a b + 2 c d) 

16A2 = – [ ( a – b ) 2 – ( c + d ) 2 ] [ ( a + b ) 2 – ( c – d ) 2 ]
16A2 = – [( a – b ) – ( c + d )  ] [( a – b ) + ( c + d )] [( a + b ) – ( c – d )   ] [( a + b ) + ( c – d )]
16A2 =  (– a + b  + c + d )  ( a – b  + c + d )  ( a + b  – c + d ) ( a + b + c – d ) 
16A2 =  ( a + b  + c + d – 2 a )  ( a + b + c + d – 2 b  )  ( a + b  + c + d – 2 c ) ( a + b + c  + d – 2 d ) 
A2 =  1  ( a + b  + c + d – 2 a )    1   ( a + b + c + d – 2 b  )    1  ( a + b  + c + d – 2 c )   1 ( a + b + c  + d – 2 d ) 
         2                                        2                                        2                                       2

A 2 =  (  a + b + c + d  – 2 a ) (  a + b + c + d  –  2 b ) ( a + b + c + d  – 2 c ) ( a + b + c + d  – 2 d )
                      2                2                 2                 2                2                2                 2                2

A 2 = ( p – a ) ( p – b ) ( p – c ) ( p – d )        


A = 
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