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Prefácio

A característica principal deste trabalho é permitir que os alunos cheguem direta ou indiretamente, aos resultados mais importantes das teorias em questão, fornecendo-lhes meios de aplicar tais resultados em problemas concretos e dando um treinamento adequado para a compreensão segura da mesma.

Foi abordado a matéria da maneira mais simples possível, permitindo que o aluno tome contato com a  mesma, mediante a leitura dos problemas resolvidos.

Deste modo, este trabalho é de grande utilidade aos estudantes e espera-se que tenha sido incluído o suficiente para suprir as necessidades mais gerais.
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 Teoria dos Conjuntos Numéricos
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: pertence
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: existe
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: não pertence
[image: image4.jpg]


: não existe
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: está contido
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: para todo (ou qualquer que seja)
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: não está contido
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: conjunto vazio
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: contém
N: conjunto dos números naturais
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: não contém
Z : conjunto dos números inteiros 

 /  : tal que 
Q: conjunto dos números racionais
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: implica que
Q'= I: conjunto dos números irracionais
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: se, e somente se
R: conjunto dos números reais
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Símbolos sobre Operações

[image: image14.png]AmB



: A intersecção B
a > b: a maior que b

[image: image15.png]AUB



: A união B
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: a maior ou igual a b

a - b: diferença de a com b
[image: image17.png]anb



: a e b

a < b: a menor que b
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: a ou b
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: a menor ou igual a b
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Noções sobre Conjuntos

Conjunto vazio: é um conjunto que não possui elementos. O conjunto vazio é representado por [image: image21.png]


ou { }. 

Subconjuntos: quando todos os elementos de um conjunto A qualquer pertencem a um outro conjunto B, diz-se, então, que A é um subconjunto de B, ou seja A[image: image22.png]


B.

[image: image23.png]


Obs.:- Todo o conjunto A é subconjunto dele próprio, ou seja [image: image24.png]AcChA



; 

- O conjunto vazio, por convenção, é subconjunto de qualquer conjunto, ou seja [image: image25.png]b





União de Conjuntos: dados os conjuntos A e B, define-se como união dos conjuntos A e B ao conjunto representado por [image: image26.png]AUB



, formado por todos os elementos pertencentes a A ou B, ou seja: [image: image27.png]AUB

xixehoux eB}




Intersecção de Conjuntos: dados os conjuntos A e B, define-se como intersecção dos conjuntos A e B ao conjunto representado por [image: image28.png]AmB



, formado por todos os elementos pertencentes a A e B, simultaneamente, ou seja: [image: image29.png]ANB

xixehex eB}




Diferença de Conjuntos: dados os conjuntos A e B, define-se como diferença entre A e B (nesta ordem) ao conjunto representado por A-B, formado por todos os elementos pertencentes a A, mas que não pertencem a B, ou seja [image: image30.png]A-B={x/zxeh xeB}




Produto Cartesiano: dados os conjuntos A e B, chama-se produto cartesiano A com B, ao conjunto AxB, formado por todos os pares ordenados (x,y), onde x é elemento de A e y é elemento de B, ou seja [image: image31.png]4B ={(xy)/z chouy eB}




[image: image32.png]


Obs.: Se um conjunto A possuir n elementos, então existirão 2n subconjuntos de A.

[image: image33.png]


Conjunto dos Números Naturais (IN)

[image: image146.png]



Um subconjunto importante de IN é o conjunto IN*:

IN*={1, 2, 3, 4, 5,...} ( o zero foi excluído do conjunto IN.
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Podemos considerar o conjunto dos números naturais ordenados sobre uma reta, como mostra o gráfico abaixo:
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Conjunto dos Números Inteiros (Z)

[image: image148.wmf]}
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O conjunto IN é subconjunto de Z.

Temos também outros subconjuntos de Z:

Z* = Z-{0}

Z+ = conjunto dos inteiros não negativos = {0,1,2,3,4,5,...}

Z_ = conjunto dos inteiros não positivos = {0,-1,-2,-3,-4,-5,...}

Observe que Z+=IN.

Podemos considerar os números inteiros ordenados sobre uma reta, conforme mostra o gráfico abaixo:
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[image: image35.png]


Conjunto dos Números Racionais (Q)

[image: image150.wmf]b

a

Os números racionais são todos aqueles que podem ser colocados na forma de fração (com o numerador e denominador ( Z). Ou seja, o conjunto dos números racionais é a união do conjunto dos números inteiros com as frações positivas e negativas.
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Exemplos:

Assim, podemos escrever:
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É interessante considerar a representação decimal de um número racional , que se obtém dividindo a por b.

Exemplos referentes às decimais exatas ou finitas:

[image: image154.png]irracionais





Exemplos referentes às decimais periódicas ou infinitas:

[image: image155.png]



Toda decimal exata ou periódica pode ser representada na forma de número racional.

[image: image36.png]


Conjunto dos Números Irracionais

Os números irracionais são decimais infinitas não periódicas, ou seja, os números que não podem ser escrito na forma de fração (divisão de dois inteiros). Como exemplo de números irracionais, temos a raiz quadrada de 2 e a raiz quadrada de 3:
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Um número irracional bastante conhecido é o número (=3,1415926535...

[image: image37.png]


Conjunto dos Números Reais (IR)

Dados os conjuntos dos números racionais (Q) e dos irracionais, definimos o conjunto dos números reais como:

[image: image157.png]



O diagrama abaixo mostra a relação entre os conjuntos numéricos:
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Portanto, os números naturais, inteiros, racionais e irracionais são todos números reais. Como subconjuntos importantes de IR temos:

IR* = IR-{0}

IR+ = conjunto dos números reais não negativos

IR_ = conjunto dos números reais não positivos

Obs: entre dois números inteiros existem infinitos números reais. Por exemplo:

Entre os números 1 e 2 existem infinitos números reais:

1,01 ; 1,001 ; 1,0001 ;  1,1 ;  1,2  ; 1,5 ; 1,99 ; 1,999 ; 1,9999 ...

Entre os números 5 e 6 existem infinitos números reais:

5,01 ; 5,02 ; 5,05 ;  5,1 ;  5,2  ; 5,5 ; 5,99 ; 5,999 ; 5,9999 ...

[image: image38.png]


Intervalos

a) Intervalo Aberto (a,b):

Subconjunto formado por todos os números reais x, tais que:

[image: image39.jpg]



b) Intervalo Fechado (a,b):

Subconjunto formado por todos os números reais x, tais que:

[image: image40.jpg]



Função

[image: image41.png]


Conceito

Dados os conjuntos A e B, uma função definida em A e com valores em B é uma lei ou regra que a cada elemento de A faz corresponder um único elemento de B. O conjunto A é chamado domínio de f e é simbolizado por D(f). B é chamado contradomínio ou campo de valores de f.
Representação:

(: A((
x(((x)

Exemplos:

Sejam A = {1, 2, 3, 4, 5} e B = {3, 4, 5, 6, 7}

a) (: A((, representado no diagrama abaixo, é uma função de A em B ( para cada elemento de A só há um elemento de B):

 

[image: image42.png]



b) ( representação no diagrama abaixo, também é uma função de A em B:

g: A((
x (x + 2

[image: image43.png]



Contra-Exemplos:

Sejam A = {3, 4, 5} e B = {1, 2}

a) (: A((, representado no diagrama abaixo, não é uma função de A em B (o elemento 4 de A tem dois correspondentes em B):

[image: image44.png]



b) g: A(( 

 x(x-2
Não é uma função de A em B, pois o elemento 5 A não tem correspondente em B.

[image: image45.png]



[image: image46.png]


Domínio de uma Função - D(f)

Quando definimos uma função y=f(x) , o domínio D(f) é o conjunto  dos possíveis valores reais assumidos por x. Esses possíveis valores podem estar implícitos ou explícitos:

- Se é dado apenas f(x)=3x + 2, sem esclarecer qual é o domínio, está implícito que x pode ser qualquer número real, ou seja, D(f)=R

- Se é dado f(x)=3x + 2, com 5 < x < 20, está explícito que o domínio da função dada pertence ao conjunto dos número reais entre 5 e 20, ou seja, D(f) = {xR | 5 < x < 20}.

- Se é dado apenas
[image: image47.png]



vejamos:

- O domínio D(f) não está explícito;
- Há valores variáveis no divisor;

- Divisão por zero não é definida em R.

Logo, o domínio D(f)={x[image: image48.png]


R | x [image: image49.png]


 4 }, ou seja, x será qualquer número real, com exceção de 4, pois se x = 4, teremos uma divisão por 0. Note que quando x = 4, o divisor ficará ((2 . 4)-8).

- Se é dado apenas f(x)=[image: image50.png]


, sem explicitar D(f), está implícito que (x-5) pode ser qualquer número real não negativo, ou seja, x-5[image: image51.png]


 0 ou x[image: image52.png]


 5. 

Logo, D(f)={x[image: image53.png]


R | x[image: image54.png]


 5}

[image: image55.png]


Conjunto Imagem de uma Função - Im(f)

O conjunto imagem, ou simplesmente imagem de uma função y=f(x), é o conjunto dos valores de y que estão associados a algum valor de x do domínio da função. A letra x pode assumir qualquer valor do primeiro conjunto e é por isso que é chamada variável independente. A letra y é a variável dependente, pois depende do valor de x.

Exemplos:

Procurando D(f) e Im(f), sendo f(x)= 2x+3, função de A em B, onde:

A = {1, 2, 3, 4, 5} e B = {0, 5, 7, 9,11, 13, 15}

A função f(x) multiplica x por 2 e adiciona 3.

Observe a tabela abaixo:

[image: image56.png][P,

2x5+3=13





Veja os diagramas:


[image: image57.png]’l\\

_E




D(f) = {1, 2, 3, 4, 5} 

Im(f) = {5, 7, 9, 11, 13}

Conjunto B é o contradomínio
Im(f) [image: image58.png]


B

No exemplo acima:

5 é a imagem de 1 e pela função, indica-se f(1)=5; 

7 é a imagem de 2 e pela função, indica-se f(2)=7; 

9 é a imagem de 3 e pela função, indica-se f(3)=9; 

11 é a imagem de 4 e pela função, indica-se f(4)=11; 

13 é a imagem de 5 e pela função, indica-se f(5)=13. 

[image: image59.png]


Gráfico de uma Função
Seja f uma função. O gráfico de f é o conjunto de todos os pontos (x, f(x)) de um plano coordenado, onde x pertence ao domínio de f.
Exemplos:

O gráfico da função f(x)= 2x+3, consiste em todos os pares (x, y) ou (x, f(x)) [image: image60.png]


 R tais que y=2x+3. Em outras palavras, é a coleção de todos os pares ordenados (x, 2x+3) do plano xy.
Vamos utilizar uma tabela de valores para traçarmos o gráfico:

[image: image61.png][P,

2x5+3=13




[image: image62.png]LR L






[image: image63.png]


Estudo do Gráfico no Plano Cartesiano:

Observando o gráfico de uma função no plano cartesiano, podemos determinar o seu domínio e a sua imagem da seguinte forma:

No gráfico abaixo temos:

D(f) = R 

Im(f) = {y[image: image64.png]


R|y [image: image65.png]


 -1} 
[image: image66.png]




[image: image67.png]



O domínio de uma função é o intervalo representado pela projeção do gráfico sobre o eixo das abscissas. E a imagem é o intervalo representado pela projeção do gráfico sobre o eixo das ordenadas.

Para cada x do domínio deve existir em correspondência um único y na imagem.

Este gráfico não representa uma função, pois ao ser projetada uma reta sobre o eixo das abscissas encontra-se o gráfico em dois pontos diferentes. Ou seja, há para o mesmo x dois y correspondestes. 

Exemplo: f(-3)=4 e f(-3)=-4 

Quando x=-3, temos y=-4 e y=4
[image: image68.png]i
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[image: image69.png]


Função Crescente e Decrescente

a) Função Crescente :

Se A [image: image70.png]


  B

f é crescente em A [image: image71.png]


 [x2 > x1 =  f ( x2 ) > f ( x1 ) , [image: image72.png]


  x1 , x2 [image: image73.png]


 A]

Isto é , a um maior valor de x corresponde um maior valor de f(x).

[image: image74.png]



b)  Função Decrescente :

Se A  [image: image75.png]


  B

f é decrescente em [A [image: image76.png]


  x2 > x1  =  f ( x2 ) < f ( x1 ) , x1 , x2  [image: image77.png]


 A]

[image: image78.png]



[image: image79.png]


Função Inversa 

Denomina-se função inversa da função bijetora f : A( B a função f-1: B( A que se obtém trocando de posição os elementos de todos os pares ordenados da função f.

[image: image80.png]



f = {(1, 4) , (2, 5) , (3, 6)} f-1 = {(4,1), (5, 2), (6, 3)}

Observação:

Para se obter a inversa de uma função, devemos proceder da seguinte forma:

- isola-se o x

- troca-se x por y e y por x

O gráfico abaixo, representa uma função e a sua inversa. 

Observe que as curvas representativas de f e de f-1, são simétricas em relação à reta y = x, bissetriz do primeiro e terceiro quadrantes.

[image: image81.png]



Exemplo:

Dar a inversa da função:   [image: image82.png]_ -3,
Bx+l





Resolução:

( 5x + 1)y = 2x - 3

5xy + y = 2x - 3

5xy - 2x = - y - 3

x(5y - 2) = - y – 3

x = [image: image83.png]


 = [image: image84.png]



Assim:  [image: image85.png]x+3
I Ex





[image: image86.png]


Função Constante

Uma função é dita constante quando é do tipo f(x) = k , onde k não depende de x .
Exemplos:

a) f(x) = 5

b) b) f(x) = -3

Obs : o gráfico de uma função constante é uma reta paralela ao eixo dos x .

Veja o gráfico a seguir:

[image: image87.png]fungéo constante




Função Polinomial do 1º Grau

[image: image88.png]


Conceito

É a função f : R [image: image89.png]


 R tal que y = ax + b 

Raiz: y = ax  + b = 0 [image: image90.png]
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O gráfico de uma função polinomial do 1º grau, y = ax + b, com a ( PRIVATE
0, é uma reta oblíqua aos eixos Ox e Oy.

x
y

           0
           -10

        1     3                             
              0

Vimos que o gráfico da função afim y = ax + b é uma reta.

O coeficiente de x, a, é chamado coeficiente angular da reta e,  está ligado à inclinação da reta em relação ao eixo Ox.

O termo constante, b, é chamado coeficiente linear da reta. Para x = 0, temos y = a · 0 + b = b. Assim, o coeficiente linear é a ordenada do ponto em que a reta corta o eixo Oy.

Propriedades da função do 1º grau :

[image: image92.png]




[image: image93.png]



1) o gráfico de uma função do 1º grau é sempre uma reta .

2) na função f(x) = ax + b , se b = 0 , f é dita função linear e se b = 0 f é dita função afim .

3) o gráfico intercepta o eixo dos x na raiz da equação f(x) = 0 e, portanto, no ponto de abcissa x = - b/a .

4) o gráfico intercepta o eixo dos y no ponto (0 , b) , onde b é chamado coeficiente linear .

5) o valor a é chamado coeficiente angular e dá a inclinação da reta . 

6) se a < 0 , então f é crescente .

7) se a > 0 , então f é decrescente .

8) quando a função é linear, ou seja, y = f(x) = ax , o gráfico é uma reta que sempre passa na origem. 

[image: image94.png]


Estudo do sinal

Estudar o sinal de uma qualquer y = f(x) é determinar os valor de x para os quais y é positivo, os valores de x para os quais y é zero e os valores de x para os quais y é negativo.

Consideremos uma função afim y = f(x) = ax + b vamos estudar seu sinal.

[image: image160.png]


1º) a > 0 (a função é crescente)

[image: image161.png]
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Conclusão: y é positivo para valores de x maiores que a raiz; y é negativo para valores de x menores que a raiz
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2º) a < 0 (a função é decrescente)
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Conclusão: y é positivo para valores de x menores que a raiz; y é negativo para valores de x maiores que a raiz.
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Sistema de Inequações do 1ºgrau
Definição

Denominamos inequação toda sentença matemática aberta por uma desigualdade.

As inequações do 1º grau com uma variável podem ser escritas numa das seguintes formas:
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, como  a e b reais [image: image100.png](a=0)



. Exemplos:
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Representação gráfica de uma inequação do 1º grau com duas variáveis
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Função Polinomial do 2º Grau ( Função Quadrática)

Definição

Chama-se função quadrática, ou função polinomial do 2º grau, qualquer função f de IR em IR dada por uma lei da forma f(x) = ax2 + bx + c, onde a, b e c são números reais e a( 0.

Vejamos alguns exemplos de função quadráticas:

1- f(x) = 3x2 - 4x + 1, onde a = 3, b = - 4 e c = 1 

2- f(x) = x2 -1, onde a = 1, b = 0 e c = -1 

3- f(x) = 2x2 + 3x + 5, onde a = 2, b = 3 e c = 5 

4- f(x) = - x2 + 8x, onde a = 1, b = 8 e c = 0 

5- f(x) = -4x2, onde a = - 4, b = 0 e c = 0 
[image: image105.png]


Gráfico

O gráfico de uma função polinomial do 2º grau, y = ax2 + bx + c, com a 0, é uma curva chamada parábola.

Exemplo:

Vamos construir o gráfico da função y = x2 + x:.

Primeiro atribuímos a x alguns valores, depois calculamos o valor correspondente de y e, em seguida, ligamos os pontos assim obtidos.
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Observação:

Ao construir o gráfico de uma função quadrática y = ax2 + bx + c, notaremos sempre que:

- se a > 0, a parábola tem a concavidade voltada para cima; 

- se a < 0, a parábola tem a concavidade voltada para baixo; 

[image: image106.png]


Zero da função ou raízes

Chama-se zeros ou raízes da função polinomial do 2º grau f(x) = ax2 + bx + c , a( 0, os números reais x tais que f(x) = 0.

Então as raízes da função f(x) = ax2 + bx + c são as soluções da equação do 2º grau ax2 + bx + c = 0, as quais são dadas pela chamada fórmula de Bhaskara:
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Temos:

[image: image174.wmf]}

3

ou  

  

3

|

{

  

:

Resposta

3

ou  

  

3

  

  

3

|

|

  

  

0

3

|

|

  

:

Então

.

0

3

|

|

  

se

 

IR

 

em

 

possível

 

é

 

só

  

3

|

|

1

  

que

 

Sabemos

-

¹

¹

Î

=

-

¹

¹

Þ

¹

Þ

¹

-

¹

-

-

x

x

IR

x

D

x

x

x

x

x

x


Observação

A quantidade de raízes reais de uma função quadrática depende do valor obtido para o radicando 
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- quando  PRIVATE
     é positivo, há duas raízes reais e distintas; 
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- quando       PRIVATE
é zero, há só uma raiz real; 

[image: image178.png]


- quando       PRIVATE
é negativo, não há raiz real. 

[image: image107.png]


Vértice 

[image: image179.png]


Quando a > 0, a parábola tem concavidade voltada para cima e um ponto de mínimo V; quando a < 0, a parábola tem concavidade voltada para baixo e um ponto de máximo V. 

Em qualquer caso, as coordenadas de V  são   Veja os gráficos:
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Estudo do Sinal
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Consideramos uma função quadrática y = f(x) = ax2 + bx + c e determinemos os valores de x para os quais y é negativo e os valores de x para os quais y é positivo.

Conforme o sinal do discriminante         PRIVATE
= b2 - 4ac, podemos ocorrer os seguintes casos:
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Nesse caso a função quadrática admite dois zeros reais distintos (x1( PRIVATE
x2). a parábola intercepta o eixo Ox em dois pontos e o sinal da função é o indicado nos gráficos abaixo:
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3º)         PRIVATE
< 0 
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Sistema de Inequação do 2º grau

Vamos aplicar o estudo do sinal da função quadrática na resolução de inequações do 2º grau.

São inequações do 2º grau, por exemplo:

a) 
[image: image112.png]


                b) 
[image: image113.png]4x+4<0




c) 
[image: image114.png]


                 d) 
[image: image115.png]



Resolver uma inequação do 2º grau, significa determinar os valores reais de x satisfazem a inequação dada.

Exemplo:

Resolver a inequação   
[image: image116.png]



Resolução: 


[image: image117.png]



Como devemos ter   
[image: image118.png]fix)>0: x<loux=>2.




Resposta: 
[image: image119.png]S={xeRix<loux>2}
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Equações Exponenciais

Chamamos de equações exponenciais toda equação na qual a incógnita aparece em expoente.

Exemplos de equações exponenciais:

1) 3x =81 (a solução é x=4)

2) 2x-5=16 (a solução é x=9)

3) 16x-42x-1-10=22x-1 (a solução é x=1)

4) 32x-1-3x-3x-1+1=0 (as soluções são x’=0 e x’’=1)

Para resolver equações exponenciais, devemos realizar dois passos importantes:

1º) redução dos dois membros da equação a potências de mesma base;

2º) aplicação da propriedade: 

[image: image200.png]



Exemplos:

1) 3x=81

Resolução: Como 81=34, podemos escrever 3x = 34
E daí, x=4.

2) 9x = 1

[image: image201.png]¥ >0, ¥x
A xtal que y<0



Resolução: 9x = 1 ( 9x = 90 ; logo x=0.

5) 23x-1 = 322x
Resolução: 23x-1 = 322x  (  23x-1 = (25)2x  (  23x-1 = 210x ; daí 3x-1=10,

de onde x=-1/7.

6) Resolva a equação 32x–6.3x–27=0.

Resolução: vamos resolver esta equação através de uma transformação:

32x–6.3x–27=0   (   (3x)2-6.3x–27=0

Fazendo 3x=y, obtemos:

y2-6y–27=0  ; aplicando Bhaskara encontramos ( y’=-3 e y’’=9

Para achar o x, devemos voltar os valores para a equação auxiliar 3x=y:

y’=-3   (   3x’ = -3   (  não existe x’, pois potência de base positiva é positiva

y’’=9   (  3x’’ = 9   ( 3x’’ = 32   (  x’’=2

Portanto a solução é x=2

[image: image121.png]


Função Exponencial

Chamamos de funções exponenciais aquelas nas quais temos a variável aparecendo em expoente.

A função f:IR(IR+ definida por f(x)=ax, com a ( IR+ e a(1, é chamada função exponencial de base a. O domínio dessa função é o conjunto IR (reais) e o contradomínio é IR+ (reais positivos, maiores que zero).

[image: image122.png]


Gráfico Cartesiano Da Função Exponencial

Temos 2 casos a considerar:

( quando a>1;

( quando 0<a<1.

Acompanhe os exemplos seguintes:

1) y=2x  (nesse caso, a=2, logo a>1)

Atribuindo alguns valores a x e calculando os correspondentes valores de y, obtemos a tabela e o gráfico abaixo:

x
-2
-1
0
1
2

[image: image202.png]¥<0, ¥x
Axtal que y>0



y
1/4
1/2
1
2
4

2) y=(1/2)x  (nesse caso, a=1/2, logo 0<a<1)

Atribuindo alguns valores a x e calculando os correspondentes valores de y, obtemos a tabela e o gráfico abaixo:

x
-2
-1
0
1
2

y
4
2
1
1/2
1/4

[image: image203.png]x
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Nos dois exemplos, podemos observar que:

a) o gráfico nunca intercepta o eixo horizontal; a função não tem raízes;

b) o gráfico corta o eixo vertical no ponto (0,1);

c) os valores de y são sempre positivos (potência de base positiva é positiva), portanto o conjunto imagem é Im=IR+.

Além disso, podemos estabelecer o seguinte:

a>1
0<a<1

[image: image204.png]x1 =%
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f(x) é crescente e Im=IR+
Para quaisquer x1 e x2 do domínio:

x2>x1 ( y2>y1 (as desigualdades têm mesmo sentido)
f(x) é decrescente e Im=IR+
Para quaisquer x1 e x2 do domínio:

x2>x1 ( y2<y1 (as desigualdades têm sentidos diferentes)

[image: image123.png]


Inequações Exponenciais

Chamamos de inequações exponenciais toda inequação na qual a incógnita aparece em expoente.

Exemplos de inequações exponenciais:

[image: image206.png]



Para resolver inequações exponenciais, devemos realizar dois passos importantes:

1º) redução dos dois membros da inequação a potências de mesma base;

2º) aplicação da propriedade: 

a>1
0<a<1

am > an ( m>n
(as desigualdades têm mesmo sentido)
am > an ( m<n
(as desigualdades têm sentidos diferentes)

Função Logarítmica

[image: image124.png]


Conceito

A função f:IR+(IR definida por f(x)=logax, com a(1 e a>0, é chamada função logarítmica de base a. O domínio dessa função é o conjunto IR+ (reais positivos, maiores que zero) e o contradomínio é IR (reais).

[image: image125.png]


Gráfico Cartesiano Da Função Logarítmica

Temos 2 casos a considerar:

( quando a>1;

( quando 0<a<1.

Acompanhe nos exemplos seguintes, a construção do gráfico em cada caso:

3) y=log2x  (nesse caso, a=2, logo a>1)

Atribuindo alguns valores a x e calculando os correspondentes valores de y, obtemos a tabela e o gráfico abaixo:

x
1/4
1/2
1
2
4

[image: image207.png]y<o



y
-2
-1
0
1
2

4) y=log(1/2)x   (nesse caso, a=1/2, logo 0<a<1)

Atribuindo alguns valores a x e calculando os correspondentes valores de y, obtemos a tabela e o gráfico abaixo:

x
1/4
1/2
1
2
4

y
2
1
0
-1
-2
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Nos dois exemplos, podemos observar que

d) o gráfico nunca intercepta o eixo vertical;

e) o gráfico corta o eixo horizontal no ponto (1,0). A raiz da função é x=1;

f) y assume todos os valores reais, portanto o conjunto imagem é Im=IR.

Além disso, podemos estabelecer o seguinte:

a>1
0<a<1

[image: image209.jpg]
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f(x) é crescente e Im=IR

Para quaisquer x1 e x2 do domínio:

x2>x1 ( y2>y1 (as desigualdades têm mesmo sentido)
f(x) é decrescente e Im=IR

Para quaisquer x1 e x2 do domínio:

x2>x1 ( y2<y1 (as desigualdades têm sentidos diferentes)

[image: image126.png]


Equações Logarítmicas

Chamamos de equações logarítmicas toda equação que envolve logaritmos com a incógnita aparecendo no logaritmando, na base ou em ambos.

Exemplos de equações logarítmicas:

7) log3x =5  (a solução é x=243)

8) log(x2-1) = log 3   (as soluções são x’=-2 e x’’=2)

9) log2(x+3) + log2(x-3) = log27   (a solução é x=4)

10) logx+1(x2-x)=2   (a solução é x=-1/3)

Alguns exemplos resolvidos:

1) log3(x+5) = 2

Resolução: condição de existência: x+5>0  => x>-5

log3(x+5) = 2  =>  x+5 = 32  =>  x=9-5  =>  x=4

Como x=4 satisfaz a condição de existência, então o conjunto solução é S={4}.

2) log2(log4 x) = 1

Resolução: condição de existência: x>0  e log4x>0

log2(log4 x) = 1  ; sabemos que 1 = log2(2), então

log2(log4x) = log2(2)  =>  log4x = 2  => 42 = x  =>  x=16

Como x=16 satisfaz as condições de existência, então o conjunto solução é S={16}.

3) [image: image211.wmf] 
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Resolva o sistema:

Resolução: condições de existência: x>0 e y>0

Da primeira equação temos:

log x+log y=7  =>  log y = 7-log x

Substituindo log y na segunda equação temos:

3.log x – 2.(7-log x)=1  =>  3.log x-14+2.log x = 1  =>  5.log x = 15  =>

=> log x =3  =>  x=103
Substituindo x= 103 em log y = 7-log x temos:

log y = 7- log 103  =>  log y = 7-3  =>  log y =4  => y=104.

Como essas raízes satisfazem as condições de existência, então o conjunto solução é S={(103;104)}.
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Inequações Logarítmicas

Chamamos de inequações logarítmicas toda inequação que envolve logaritmos com a incógnita aparecendo no logaritmando, na base ou em ambos.

Exemplos de inequações logarítmicas:

1) log2x > 0   (a solução é x>1)

2) log4(x+3) ( 1   (a solução é –3<x(1) 

Para resolver inequações logarítmicas, devemos realizar dois passos importantes:

1º) redução dos dois membros da inequação a logaritmos de mesma base;

2º) aplicação da propriedade: 

a>1
0<a<1

logam > logan ( m>n>0
(as desigualdades têm mesmo sentido)
logam > logan ( 0<m<n 

(as desigualdades têm sentidos diferentes)

Exemplos:

1) log2(x+2) > log28

Resolução:
Condições de existência: x+2>0, ou seja, x>-2 (S1)

Como a base (2) é maior que 1, temos:

x+2>8 e, daí, x>6 (S2)

O conjunto solução é S= S1 ( S2 = {x ( IR| x>6}.

Portanto a solução final é a intersecção de S1 e S2, como está representado logo abaixo no desenho:

[image: image212.png]UNI

Al




2) log2(log3x) ( 0

Resolução:
Condições de existência: x>0 e log3x>0

Como log21=0, a inequação pode ser escrita assim:

log2(log3x) ( log21

Sendo a base (2) maior que 1, temos: log3x ( 1.

Como log33 = 1, então, log3x ( log33 e, daí, x ( 3, porque a base (3) é maior que 1.

As condições de existência estão satisfeitas, portanto S={x ( IR| x ( 3}.

Função Modular

[image: image128.png]


Módulo (ou valor absoluto) de um número

[image: image213.jpg]


O módulo (ou valor absoluto) de um número real x, que se indica por | x | é definido da seguinte maneira:

Então:

- se x é positivo ou zero, | x | é igual ao próprio x.

Exemplos:  | 2 | = 2  ;  | 1/2 | = | 1/2 |  ;  | 15 | = 15

- se x é negativo, | x | é igual a -x.

Exemplos:  | -2 | = -(-2) = 2  ;  | -20 | = -(-20) = 20

O módulo de um número real é sempre positivo ou nulo. O módulo de um número real nunca é negativo.

Representando geometricamente, o módulo de um número real x é igual a distância do ponto que representa, na reta real, o número x ao ponto 0 de origem. Assim:

[image: image214.jpg]


Se | x | < a (com a>0) significa que a distância entre x e a origem é menor que a, isto é, x deve estar entre –a e a, ou seja, | x | < a ( -a < x < a.
Se | x | > a (com a>0) significa que a distância entre x e a origem é maior que a, isto é, deve estar à direita de a ou à esquerda de –a na reta real, ou seja: | x | > a ( x > a ou x < -a.
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Equações modulares
Toda a equação que contiver a incógnita em um módulo num dos membros será chamada equação modular.

Exemplos:

a) | x2-5x | = 1

b) | x+8 | = | x2-3 |

Algumas equações modulares resolvidas:

1) Resolver a equação | x2-5x | = 6.

Resolução: Temos que analisar dois casos:

caso 1:  x2-5x = 6

caso 2:
 x2-5x = -6

Resolvendo o caso 1:

x2-5x-6 = 0  =>  x’=6 e x’’=-1.

Resolvendo o caso 2:

x2-5x+6 = 0  =>  x’=3 e x’’=2.

Resposta:  S={-1,2,3,6}

2) Resolver a equação | x-6 | = | 3-2x |.

Resolução: Temos que analisar dois casos:

caso 1:  x-6 = 3-2x

caso 2:
 x-6 = -(3-2x)

Resolvendo o caso 1:

x-6 = 3-2x  =>  x+2x = 3+6  =>  3x=9  =>  x=3

Resolvendo o caso 2:

x-6 = -(3-2x)  =>  x-2x = -3+6  =>  -x=3  =>  x=-3

Resposta:  S={-3,3}
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Inequações modulares
Chamamos de inequações modulares as inequações nos quais aparecem módulos de expressões que contém a incógnita.

Algumas inequações modulares resolvidas:
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1) Resolver a equação | -2x+6 | < 2.

Resolução: 

S = {x ( IR | 2<x<4}
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Módulo e raiz quadrada
Consideremos os números reais x e y.  

Temos por definição, que se e somente se, y2 = x e y(0. Daí podemos concluir que só é verdadeiro se x(0.Se tivermos x<0, não podemos afirmar que pois isso contradiz a definição.
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Por exemplo, se x=-3, teríamos:
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O que é um absurdo, pois o primeiro membro é positivo e o segundo negativo. Usando a definição de módulo, podemos escrever:

O que é verdadeiro para  todo x real.
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Devemos proceder da mesma forma em relação a todas raízes de índice par:
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Com relação às raízes de índice ímpar, podemos escrever:
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Função modular
Chamamos de função modular a função f(x)=|x| definida por:
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Observe, então, que a função modular é uma função definida por duas sentenças.

Determinação do domínio

Vamos determinar o domínio de algumas funções utilizando inequações modulares:
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Exemplo 1: Determinar o domínio da função

Resolução:
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Exemplo 2: Determinar o domínio da função
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Resolução:
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Gráfico
Vamos construir o gráfico da função f(x)=|x|:
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Trigonometria
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Aplicações da Trigonometria 

A trigonometria possui uma infinidade de aplicações práticas. Desde a antiguidade já se usava da trigonometria para obter distâncias impossíveis de serem calculadas por métodos comuns. Algumas aplicações da trigonometria são: 

· Determinação da altura de um certo prédio. 
· Os gregos determinaram a medida do raio de terra, por um processo muito simples. 

· Seria impossível se medir a distância da Terra à Lua, porém com a trigonometria se torna simples. 

· Um engenheiro precisa saber a largura de um rio para construir uma ponte, o trabalho dele é mais fácil quando ele usa dos recursos trigonométricos. 

· Um cartógrafo (desenhista de mapas) precisa saber a altura de uma montanha, o comprimento de um rio, etc. Sem a trigonometria ele demoraria anos para desenhar um mapa. 

Tudo isto é possível de se calcular com o uso da trigonometria do triângulo retângulo. 
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Triângulo Retângulo 

É um triângulo que possui um dos seus ângulos medindo noventa graus, ou seja, possui um ângulo reto, daí o nome triângulo retângulo. Como a soma das medidas dos ângulos internos de um triângulo é igual a 180 graus, então os outros dois ângulos medirão 90 graus. 

Observação: Quando a soma de dois ângulos mede 90 graus, estes ângulos são denominados complementares, portanto podemos dizer que o triângulo retângulo possui dois ângulos complementares. 
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Lados de um triângulo retângulo 

Os lados de um triângulo retângulo recebem nomes especiais. Estes nomes são dados de acordo com a posição em relação ao ângulo reto. O lado oposto ao ângulo reto é a hipotenusa. Os lados que formam o ângulo reto (adjacentes a ele) são os catetos.

PRIVATE
Palavras
gregas
Cateto
Cathetós:(perpendicular)


Hipotenusa
Hypoteinusa:Hypó(por baixo) + teino(eu estendo)

Para padronizar o estudo da Trigonometria, adotaremos as seguintes notações: 

PRIVATE
Letra
Lado
Letra
Vértice e Ângulo

a
Hipotenusa (BC)
A
Ângulo reto (A=90o)

b
Cateto (AC)
B
Ângulo agudo (B<90o)

c
Cateto (AB)
C
Ângulo agudo (C<90o)
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Nomenclatura dos catetos 

Os catetos recebem nomes especiais de acordo com a sua posição em relação ao ângulo sob análise. Se estivermos operando com o ângulo C, então o lado oposto, indicado por c, é o cateto oposto ao ângulo C e o lado adjacente ao ângulo C, indicado por b, é o cateto adjacente ao ângulo C. 

PRIVATE
Ângulo
Lado oposto
Lado adjacente

C
c (cateto oposto)
b (cateto adjacente)

B
b (cateto oposto)
c (cateto adjacente)

Um dos objetivos da trigonometria é mostrar a utilidade do conceitos matemáticos no nosso cotidiano. Iniciaremos estudando as propriedades geométricas e trigonométricas no triângulo retângulo. O estudo da trigonometria é extenso e minucioso. 
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Propriedades do triângulo retângulo 

Ângulos 

O triângulo retângulo possui um ângulo reto e dois ângulos agudos complementares. 

Lados 

Um triângulo retângulo é formado por três lados, uma hipotenusa (lado maior) e outros dois lados que são os catetos. 

Altura 
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A altura de um triângulo é um segmento que tem uma extremidade num vértice e a outra extremidade no lado oposto ao vértice, sendo que este segmento é perpendicular ao lado oposto ao vértice. Existem 3 alturas no triângulo retângulo, sendo que duas delas são os catetos. 


A outra altura (ver gráfico acima) é obtida tomando a base como a hipotenusa, a altura relativa a este lado será o segmento AD, denotado por h e perpendicular à base. 
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A hipotenusa como base de um triângulo retângulo 

· Segmento AD, denotado por h, é a altura relativa à hipotenusa a. 

· Segmento BD, denotado por m, é a projeção ortogonal do cateto c sobre a hipotenusa a. 
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Segmento DC, denotado por n, é a projeção ortogonal do cateto b sobre a hipotenusa a. 
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Projeções de segmentos 

Introduziremos algumas idéias básicas sobre projeção. Já mostramos, no início deste trabalho, que a luz do Sol ao incidir sobre um prédio, determina uma sombra que é a projeção oblíqua do prédio sobre o solo. 

Tomando alguns segmentos de reta e uma reta não coincidentes é possível obter as projeções destes segmentos sobre a reta. 
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Projeções no triângulo retângulo 

As projeções dos catetos no triângulo retângulo. 
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· m = projeção de c sobre a hipotenusa. 

· n = projeção de b sobre a hipotenusa. 

· a = m+n. 

· h = média geométrica entre m e n. 
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Relações Métricas no triângulo retângulo 

Para extrair algumas propriedades, faremos a decomposição do triângulo retângulo ABC em dois triângulos retângulos menores: ACD e ADB. Dessa forma, o ângulo A será decomposto na soma dos ângulos CAD=B e DAB=C. 
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Observamos que os triângulos retângulos ABC, ADC e ADB são semelhantes. 

PRIVATE
Triângulo
hipotenusa
cateto maior
cateto menor

ABC
a
b
c

ADC
b
n
h

ADB
c
h
m

Assim: 

a/b = b/n = c/h

a/c = b/h = c/m

b/c = n/h = h/m 

logo: 

a/c = c/m => c2 = a.m

a/b = b/n => b2 = a.n

a/c = b/h => a.h = b.

h/m = n/h => h2 = m.n 

Temos também outras relações a partir do triângulo inicial ABC. 

Como a=m+n então, somando c2 com b2 , teremos: 

c2 + b2 = a.m + a.n = a.(m+n) = a.a = a2 

que resulta no Teorema de Pitágoras: a2 = b2 + c2 
A demonstração acima, é uma das várias demonstrações do Teorema de Pitágoras. 
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Funções trigonométricas básicas 

As Funções trigonométricas básicas são relações entre as medidas dos lados do triângulo retângulo e seus ângulos. As três funções básicas mais importantes da trigonometria são: seno, cosseno e tangente. O ângulo será indicado pela letra x. 

PRIVATE
Função
Notação
Definição

seno
sen(x)
medida do cateto oposto a x / medida da hipotenusa

cosseno
cos(x)
medida do cateto adjacente a x / medida da hipotenusa

tangente
tg(x)
medida do cateto oposto a x / medida do cateto adjacente a x

Se tomarmos um triângulo retângulo ABC, com hipotenusa igual a 1 (uma) unidade de medida, então o seno do ângulo sob análise será o seu cateto oposto, e o cosseno do mesmo, será o seu cateto adjacente. Portanto a tangente do ângulo analisado será a razão entre seno e cosseno do mesmo ângulo. 

PRIVATE


Cateto oposto

Cateto oposto
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sen(x)
=

=




Hipotenusa

1

PRIVATE


Cateto adjacente

Cateto adjacente

cós(x)
=

=




Hipotenusa

1

PRIVATE


Cateto oposto

sen(x)

tg(x)
=

=




Cateto adjacente

cos(x)

Para todo ângulo x (em radianos), vale a importante relação:  cos2(x) + sen2(x) = 1

Exemplo:

Observações:

1. A tangente de um ângulo agudo pode ser definida como a razão entre seno deste ângulo e o seu cosseno. 

Assim:
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2. A tangente de um ângulo agudo é um número real positivo.

3. O seno e o cosseno de um ângulo agudo são sempre números reais positivos menores que 1, pois qualquer cateto é sempre menor que a hipotenusa.
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