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1. INTRODUÇÃO

Todas as coisas da natureza são regidas por leis que de alguma maneira a humanidade tenta, através das ciências, explicar ou traduzir.

A ciência matemática porém, tem por objetivo estudar as propriedades da grandeza, até onde se pode medir ou calcular, como a álgebra e a geometria.

São assim determinadas pois para propor e resolver seus problemas esta ciência não exigia uma explicação encontrada na natureza, apenas uma idéia apresentada por seus pensadores.

Os gregos foram os mais famosos nesta arte de abstração, dentre eles Euclides e Arquimedes. 

 Na matemática grega encontramos o mais antigo registro completo de proposições e demonstrações existente, Os Elementos de Euclides. Esta coleção, coloca que para encontrar as soluções em geometria são permitidos o uso apenas da régua e do compasso: a régua sem escala e o compasso que desmonta-se quando levantado um de seus braços do papel.

Ou ainda nos três primeiros postulados dos Elementos, Euclides indica o que é possível construir em geometria:

1. “Traçar uma reta de qualquer ponto a qualquer ponto;

2. Prolongar uma reta finita continuamente em uma linha reta;

3. Descrever um circulo com qualquer centro e qualquer raio;” 1

Vale lembrar aqui os três famosos problemas Gregos: a duplicação do cubo ou o problema de construir o lado de um cubo cujo volume é o dobro do de um cubo dado, a quadratura do circulo ou o problema de construir um quadrado com área igual à de um círculo dado e a trissecção do ângulo ou o problema de dividir um ângulo arbitrário dado em três partes iguais.

Os três problemas apresentados por Euclides, levou estudiosos do mundo inteiro durante séculos a tentativa de resolve-los, encontrando descobertas e soluções para muitos outros problemas, que podemos citar, entre eles, alguns dos mais importantes, como as secções cônicas, as curvas quadráticas, cúbicas e transcendentes. Mas somente no século XIX, que se estabeleceu a impossibilidade de solução da maneira que propôs Euclides.

Neste ponto nos deteremos ao problema da trissecção do ângulo, porém vamos verificar o que é possível  se construir com os instrumentos euclidianos. 

“Com a régua permite-se traçar uma reta de comprimento indefinido passando por dois pontos distintos dados, com o compasso permite-se traçar uma circunferência com centro num ponto dado passando por um segundo ponto qualquer dado”. 2
2. A TRISSECÇÃO DO ÂNGULO
Dois aspectos interessantes sobre este problema em relação aos outros (duplicação do cubo e quadratura do circulo), primeiro não existe uma lenda associada e o segundo ponto é que
 não existe nenhum valor que nos permita duplicar um cubo ou quadrar um circulo por mais especial que o mesmo seja, no entanto para alguns casos é possível trissectar ângulos com régua e compasso. 

Um outro aspecto interessante sobre a trissecção do ângulo é a falta de registros de sua origem, no entanto podemos verificar a sua provável existência quando estudamos a multissecção de um segmento de reta, uma questão muito simples de ser resolvida com os instrumentos euclidianos, ou com construção de polígonos regulares a hipótese mais provável. Exemplo, para se construir um polígono regular de nove lados é necessário se trissectar um ângulo de 1200 (Figura 1).
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(Figura 1)

A primeira grande tentativa de resolver este problema data de aproximadamente 425 a.C. com a curva trissectriz de Hípias. O geômetra Hípias de Elis ficou marcado na história da matemática por procurar uma solução para a trissecção do ângulo. 

Nos registros feitos por Papus (300 d.C.) no seu IV livro, descreve esta tentativa de solução que é uma das mais antigas curvas da matemática posterior apenas a reta e a circunferência. A descrição dada por Papus sobre a principal propriedade desta curva torna bastante admissível que esta tenha sido inventada durante as tentativas da trissecção do ângulo. Esta curva foi posteriormente usada por Dinostrato para a quadratura do círculo e passou a ser chamada algumas vezes de trissectriz, outras vezes quadratriz.

"A quadratriz foi inventada, provavelmente por Hípias de Elis, com o objetivo de trissectar o ângulo e foi originalmente empregada neste propósito; posteriormente Dinostrato usou a curva para a quadratura do círculo e é daí que deriva o seu nome". 3 3 
“Papus também descreve o processo de construção desta curva que, foi a primeira a ser definida por via cinemática, tendo-se imaginado, desde essa época, instrumentos mecânicos para a traçar”. 4
Papus inicia a demonstração da curva do seguinte modo: Uma linha que toma o nome da sua própria propriedade foi adotada por Dinostrato, Nicomedes e certos outros autores recentes para efetuar a quadratura do círculo; chamaram-lhe quadratriz e eis o modo como é gerada. As descrições mencionadas por Papus são muito confusas em relação aos movimentos que vão gerar a curva. O processo porém é cinemático, pois a curva é obtida pelos pontos que são a intersecção de dois segmentos de reta em movimento uniforme.

1. seja um quadrilátero perfeito (quadrado) BB’C’C; 

2. constrói-se uma paralela m ao lado B’C’ e que gradualmente desce, a uma velocidade constante, desde a sua posição inicial - que é coincidente com o lado B’C’  - até coincidir com o lado BC; 

3. ao mesmo tempo, o lado BB’ gira em torno do ponto B, com movimento circular uniforme, desde a posição inicial BB’ até à posição final coincidente com o lado BC.
Ambos os movimentos descritos iniciam e findam simultaneamente e têm velocidades constantes. Enquanto se deslocam, as duas retas intersectam-se num determinado ponto A, ponto esse que descreve a trissectriz de Hípias (Figura 2).
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(Figura 2)

O movimento do lado B’C’ é uniforme, a distância por ele percorrida é proporcional ao tempo decorrido nesse percurso. O movimento do lado BB’ é uniforme logo a amplitude angular percorrida pelo lado BB’ é também proporcional ao tempo decorrido no seu percurso. Assim sendo podemos estabelecer uma proporcionalidade entre a distância retilínea percorrida pela reta m e a amplitude angular  percorrida pelo lado BB’. Ou seja, em todas as posições do ponto E (Figura 2), a condição é verificada. Podemos então construir uma proporcionalidade entre a distancia retilínea percorrida pela reta m e a amplitude angular percorrida pelo lado BB’, que é a posição do ponto A, verificada por:
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“É justamente devido a esta propriedade que a curva de Hípias permite reduzir todas as questões de proporcionalidade entre ângulos a questões análogas entre segmentos de reta e, em particular, permite reduzir a trissecção de um dado ângulo à trissecção em um segmento de reta."  56
Vamos então agora trissectar um ângulo agudo ABC utilizando a trissectriz de Hípias. Comece por construir um quadrado BB´C´C, a partir do lado BC do ângulo ABC. Construa-se a curva trissectriz de Hípias e designemos por A o ponto de intersecção de um dos lados do ângulo ABC com a curva. Por A, trace uma paralela a B´C´ e designe por P o ponto de intersecção dessa paralela com o segmento BB´ . Trissecte o segmento BP (a trissecção de um segmento é possível com régua não graduada e compasso), sendo BR a sua terça parte. Por R trace uma outra paralela a B´C´ e designe por L o ponto de intersecção dessa paralela com a trissectriz de Hípias. Assim, o ângulo LBC é a terça parte ângulo ABC. (Figura 3)
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(Figura 3)

Como a trissecção de um segmento de reta, com régua não graduada e compasso, era conhecida dos geômetras gregos, está é a importância da curva de Hípias para o problema da trissecção do ângulo. É importante  salientar que a curva de Hípias  permite dividir um ângulo em quantas partes quiser, porém,  a razão tem que poder ser expressa em termos de segmentos de reta.           

   Observe-se que, embora seja possível construir, com régua não graduada e compasso, alguns pontos da curva trissectriz de Hípias, não é possível desenhar a curva na sua totalidade, com o uso apenas dos instrumentos euclidianos. Continuamos, assim, sem uma solução para o problema de acordo com as regras de resolução inicialmente impostas. 

3. SEGUNDO ENSAIO2
9O matemático Nicomedes (240 a.c.), fez uma outra tentativa  para lidar com o problema da trissecção do ângulo, dando origem a mais uma curva, para solucionar problemas que os gregos denominaram como um problema de neusis* (Do verbo grego neuein que significa apontar) 6, curva que leva o nome de Conchóide de Nicomedes, pois ela se parece muito com o formato de uma concha, como descreveremos a seguir.

Para mostrar como se pode construir o instrumento imaginado por Nicomedes para desenhar a conchóide de uma reta, ilustraremos com a figura obtida no site do Museu Universitário de História Natural da Universidade de Modena e Reggio Emília, Itália. (Figura 4)
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(Figura 4)

Seja ABC um ângulo qualquer que desejamos trissectar, utilizando o instrumento de Nicomedes. Deve-se desenhar um retângulo ADBC (Figura 5) de modo que AB = a seja uma de suas diagonais. Agora considere uma reta por B e cortando CA em um ponto E e o prolongamento de DA em F de tal modo que EF = 2a. Seja G o ponto médio de EF. Então os seguimentos; GA = GF = AB = EG e os ângulos, ABG = AGB. Como AGB é ângulo externo do triângulo AGF, a igualdade entre os ângulos, ABG = AGB = 2GAF = 2GBC, é verificada. 
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(Figura 5)

Portanto para trissectar o ângulo ABC, basta traçar EF = 2AB, porém apenas com régua e compasso euclidianos é impossível; sendo B, E e F pontos colineares. Assim este problema foi solucionado utilizando a conchóide.

 Partindo da figura anterior temos o ângulo ABC, e seja a conchóide abaixo desenhada (Figura 6) de tal forma que 2AB = 2a.

Traçando uma reta r que passa por A e é perpendicular a reta s. Chamamos de F a intersecção de r com a conchóide e traçamos o segmento BF. Temos então EF = CK = 2a. 

Portanto encontramos o segmento EF = 2a acima procurado e o ângulo ABC esta trissectado.
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(Figura 6)

Porém desenhar a conchóide não é possível apenas com régua e compasso, precisamos de um instrumento (Figura 4) para traça-la.
4. A ESPIRAL DE ARQUIMEDES

Arquimedes de Siracusa foi um célebre geômetra do século III a.C., e um dos maiores matemáticos de todos os tempos. 

“Arquimedes, como os seus predecessores, foi atraído pelos três famosos problemas de geometria, e a bem conhecida espiral de Arquimedes forneceu soluções para dois deles.” 7

(Mas esta solução, assim como a de Hípias, também se utiliza de outras propriedades, que não são as definidas por Euclides)
    
 Embora não se conheçam construções diretamente a ele atribuídas para a solução do problema da trissecção do ângulo, pelo menos dois dos seus trabalhos indicam soluções para o referido problema: a proposição VIII do Livro dos Lemas e a obra Acerca das Espirais.

Proposição VIII

 “Se AB for qualquer corda num círculo de centro O, e se AB for prolongada até C de modo a que BC seja igual ao raio; se por outro lado CO intersectar o círculo em D e for prolongado de modo a intersectar o círculo uma segunda vez em E, o arco AE será igual a três vezes o arco BD.” 8

Tendo em atenção a obra Acerca das Espirais, a solução da trissecção do ângulo é definida como um lugar geométrico no plano de um ponto que se move, uniformemente ao longo do raio, enquanto esse por sua vez gira uniformemente em torno de sua origem. Em coordenadas polares a equação é 
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. Dada uma tal espiral, a trissecção do ângulo é fácil. O ângulo é colocado de modo que seu vértice e primeiro lado coincidam com o ponto inicial O da espiral e a posição inicial OA da semi-reta. O segmento OP, onde P é o ponto em que o segundo lado do ângulo corta a espiral, é então dividido em terços pelos pontos R e S,(Figura 7)
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(Figura 7)

e círculos são traçados com O como centro e raios OR e OS. Se esses círculos cortam a espiral nos pontos U e V, as retas OU e OV trissectam o ângulo AOP.  

“(...) Por exemplo, mostra-se na proposição XXIV que a área varrida pelo raio vetor em sua primeira rotação completa é um terço da área do ‘primeiro circulo’- isto é, o circulo com centro no polo e raio igual ao comprimento do vetor correspondente ao fim da primeira rotação completa. Arquimedes usou o método de exaustão mas novamente um estudante hoje pode facilmente verificar o resultado lembrando que essa área é 
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.”  9
Na obra Acerca das Espirais, Arquimedes precede a proposição XII de sete definições relacionadas com a espiral – define alguns dos elementos da referida curva, como sejam a origem da espiral, a reta inicial, etc. Define a curva espiral do seguinte modo:

Proposição XII

“Se uma linha reta for desenhada num plano e se, permanecendo fixa uma das suas extremidades, ela girar com uma velocidade uniforme um número qualquer de vezes até retornar à posição de que partiu e se, além disso, durante 11esta rotação da linha reta, um ponto se mover sobre a reta com uma velocidade uniforme a partir da extremidade fixa, o ponto descreverá uma espiral no plano.”  10
Arquimedes trocou alguma correspondência com Conon sobre vários assuntos em aberto. De uma carta enviada por Arquimedes a Dositeu, a qual serve de prefácio à obra Acerca das Espirais, podemos supor que Arquimedes enviou os enunciados de alguns teoremas a Conon, mas este não chegou a demonstrá-los antes da sua morte. Foi Arquimedes quem, em primeiro lugar, fez um estudo aprofundado das propriedades da curva espiral, e assim se entende o fato desta espiral ser conhecida pelo nome de Espiral de Arquimedes. 

“O estudo que Arquimedes fez da espiral, curva que ele atribuiu ao seu amigo Conon (...), era parte da busca de soluções dos três problemas famosos. A curva presta-se tão bem a subdivisões de ângulos que pode bem ter sido inventada por Conon para esse fim. Como no caso da quadratiz, porém, ela também serve para quadrar o círculo, como Arquimedes demonstrou.”  11

Na proposição XIV, Arquimedes apresenta um resultado interessante que contribui para a construção de uma solução do problema da trissecção do ângulo, pelo uso da espiral: 
Proposição XIV 

“Se, a partir da origem da espiral, se traçarem duas linhas retas até encontrarem a primeira volta da espiral, e se, se prolongarem até encontrarem a circunferência do primeiro círculo, as linhas traçadas até à espiral terão entre si a mesma razão que os arcos da circunferência entre a extremidade da espiral e as extremidades das retas prolongadas até encontrarem a circunferência, sendo os arcos medidos para a frente a partir da extremidade da espiral.”  12
A partir da proposição XIV vamos construir a espiral: Seja A à origem da espiral, 
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A à reta inicial, 
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KH o primeiro círculo e B um ponto sobre o segmento A
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. Simultaneamente, o ponto 
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 se movimenta sobre a circunferência no sentido KH e o ponto B se movimenta sobre o segmento A
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 de A para 
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, o gráfico construído por B é a primeira volta da espiral (Figura 8). 

Por serem movimentos uniformes, Arquimedes determinou que enquanto se repetirem teremos a proposição: o segmento AE está para o seguimento A( assim como o arco 
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KZ está para o arco 
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KH, propriedade esta que será fundamental para construir uma solução para o problema da trissecção do ângulo. 
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(Figura 8)

O que caracteriza o uso da espiral de Arquimedes para trissectar o ângulo, é o fato da distância entre a origem da espiral, A, e o ponto sobre a espiral, (, ser proporcional ao ângulo cujos lados são a reta inicial A
[image: image20.wmf]q

 e a reta A(. Isto é, a idéia para a trissecção se torna uma proporcionalidade entre uma distância em linha reta e uma medida angular. Isto quer dizer que, reduziu-se uma questão de proporcionalidade entre ângulos a uma questão de proporcionalidade entre segmentos de reta (como no caso da curva trissectriz de Hípias), a curva Espiral de Arquimedes permite reduzir a multissecção de um ângulo à multissecção de um segmento de reta. No nosso caso particular, para trissectar o ângulo, apenas necessitamos de trissectar um segmento de reta. 
Este método para trissectar um ângulo é uma conseqüência imediata da proposição XIV de Acerca das Espirais, descrita anteriormente. O que Arquimedes afirma na proposição é, se D e A são dois pontos da espiral (no primeiro círculo) então BD está para BA como o arco FD está para o arco FE (Figura 9). 
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(Figura 9)
De fato, dado o ângulo agudo ABC, que pretendemos trissectar, constrói-se a espiral de Arquimedes cuja origem é o vértice do ângulo em causa, isto é, o ponto B, fazendo coincidir um dos lados do ângulo, digamos o lado BC, com a reta inicial da espiral e intersectando-a no ponto A do ângulo, temos que trisseccionar o segmento BA, operação esta que é possível executar com régua não graduada e compasso. Designemos por E o ponto de BA tal que BE = 
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BA. Com centro no ponto B, construímos a circunferência de raio BE, a qual vai intersectar a espiral de Arquimedes no ponto D. Assim, o ângulo DBF é a terça parte do ângulo ABC. 
Provemos agora que o ângulo DBF é efetivamente a terça parte do ângulo dado ABC (Figura 10). O fundamental da espiral é relacionar o comprimento do segmento de reta, que vamos designar por
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, com o ângulo 
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 gerado a partir da sua posição inicial BC, ou seja, em coordenadas polares, 
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 a amplitude do ângulo ABC e 
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 a amplitude do ângulo DBC. Temos, pelo modo como foi construído o ponto E, que 
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, isto é, o ângulo BDC é a terça parte do ângulo ABC. 
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(Figura 10)

Para uma outra divisão do ângulo ABC, o processo é análogo. Por exemplo, se pretendermos sete quintos do ângulo ABC, basta considerar, analogamente, sete quintos do segmento BA. No entanto, não é possível construir a espiral de Arquimedes com régua não graduada e compasso. 

5. A SOLUÇÃO DO PROBLEMA DE NEUSIS

Considere o ângulo agudo ABC (Figura 11) o qual pretendemos trissectar. Construa uma circunferência de centro B e raio r (arbitrário), intersectando os lados do ângulo nos pontos A e C. O segmento de reta FD, de comprimento igual ao raio r, é inserido entre a reta CB e a circunferência, de tal modo que o ponto A esteja no seu prolongamento. Trace uma reta paralela a AF, passando pelo ponto B, intersectando a circunferência num ponto G. Assim, o ângulo GBC é a terça parte do ângulo ABC. 
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(Figura 11)

Provando  que o ângulo ABG é o dobro do ângulo GBC, teremos então resolvido o problema da trissecção por Neusis. Pelo paralelismo das retas BG e FA, 

podemos tirar duas conclusões. A primeira é que os ângulos GBC e DFB são iguais, por serem ângulos correspondentes no sistema das retas paralelas cortadas pela transversal FB. A segunda; os ângulos BAF e ABG são iguais, por serem ângulos alternos internos no sistema das mesmas paralelas cortadas pela transversal AB. 
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(Figura 12)

Sabendo que FD, DB e AB são iguais, os triângulos BAD e FBD são isósceles, assim, os ângulos DFB e FBD são iguais, e de igual modo são iguais os ângulos BAD e ADB. Note-se que ADB é um ângulo externo ao triângulo FBD e, podemos concluir que o ângulo ADB é igual à soma dos ângulos internos opostos, FBD e DFB. Mas, tendo em atenção que o ângulo FBD é igual ao ângulo DFB, podemos afirmar que o ângulo BAD (que é igual ao ângulo ADB) é o dobro do ângulo DFB, ou seja, o ângulo ABG é o dobro do ângulo GBC. Tínhamos visto atrás que o ângulo DFB era igual ao ângulo GBC, logo provamos que o ângulo ABG é o dobro do ângulo GBC (Figura 12). 
Embora se possa afirmar que temos uma solução para o problema da trissecção do ângulo, o segmento de reta em causa não pode ser inserido apenas com régua não graduada e compasso. Arquimedes não apresentou um processo para inserir o segmento FD; no entanto, podemos mover adequadamente uma régua com duas marcas (cuja distância seja o comprimento do segmento FD) de modo a inserir tal segmento. Mas, obviamente, esse não é o único caminho, pois foram inventados instrumentos mecânicos que permitem resolver esta nêusis. 
Utilizando este mecanismo podemos trissectar o ângulo agudo qualquer (, onde o ângulo (  é a terça parte do ângulo (: ( Figura 13) 
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(Figura 13)

Atualmente, com o software dinâmico Cabri-Géomètre, é possível resolver esta nêusis do seguinte modo: se ABC for o ângulo que pretendemos trissectar, construímos uma circunferência de centro B e raio r (arbitrário) e intersectando os lados do ângulo nos pontos A e C. 

Desenhamos uma semi-reta, arbitrária, partindo de A e intersectando a circunferência em D. Com centro em D e raio BD construímos uma nova circunferência (a azul tracejado na figura 14, abaixo). A semi-reta AD vai intersectar esta nova circunferência num ponto F. Arrastemos o ponto D ao longo da circunferência inicial de modo  que o ponto F intersecte a reta CB. Assim, o ângulo DFB é a terça parte do ângulo ABC. 
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(Figura 14)

6. Um dispositivo muito especial
A demonstração que faremos a seguir é muito interessante, pois utiliza um instrumento peculiar para trissectar um ângulo, o machadinho, apesar de não se conhecer o autor encontramos o problema em um livro de 1835. 13 Este livro encontra-se na Biblioteca de Modena na Itália.

Antes de tentarmos trissectar um ângulo construiremos o nosso machadinho.

Comecemos com um segmento de reta RU, trisseccionado em S e T (Figura 15)
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(Figura 15)

Traçando um semi-circulo com SU como diâmetro e T como centro (Figura 16) 
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(Figura 16)

Construímos uma perpendicular SV a RU :(Figura 17)

Observação: SV pode ter qualquer comprimento, desde que o ângulo à se trissectar tenha o seu vértice colocado sobre a reta SV.
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(Figura 17)

Vamos trisseccionar o ângulo AOB (Figura 18) utilizando deste instrumento:

Dado um ângulo 
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=AOB, de um lado de 
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 marcamos um segmento de reta arbitrário OA = a . Por A traçamos duas retas, uma paralela e a  outra perpendicular ao outro lado de 
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. Ajustemos um segmento de reta CD de comprimento 2a entre estas  duas curvas, de maneira que seu prolongamento além de C passe por O (uma construção neusis). 
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(Figura 18)

Como demonstramos anteriormente (ver capitulo 3), 
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 vamos colocar a nossa machadinha no interior do ângulo arbitrário 
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 =AOB de maneira que a parte cabo que se refere a reta SV passe pelo vértice O do ângulo 
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 e o ponto R seja conhecidente com o ponto B do ângulo e o semi-circulo tangencie AO em digamos E. Deste modo provamos que a machadinha é um trissector bem simples de ângulos.(Figura 19)
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(Figura 19)

15“Com esse artifício podemos trisseccionar um ângulo com régua e compasso. (Com dois machadinhos podemos qüintisseccionar um ângulo).” 14

Este é realmente um instrumento peculiar assim como muitos outros que foram inventados na tentativa de trissectar ângulos, porém não é um método direto utilizando apenas os instrumentos euclidianos, como afirmamos anteriormente o machadinho pode ser construído com régua e compasso, mas o ângulo não pode ser obtido com o machadinho. A apresentação desse instrumento foi com o interesse de mostrar que a composição da régua e do compasso com outros instrumentos geométricos possibilitam resultados com aproximações bastante notáveis para a trissecção do ângulo. 

7. A DEMONSTRAÇÃO DEFINITIVA DA IMPOSSIBILIDADE
Todas as vezes que nos depararmos com a geometria, certamente estaremos encontrando com os famosos problemas de Euclides, a duplicação do cubo, a quadratura do círculo e o problema que estamos discutindo, a trissecção do ângulo. A busca incessante da solução destes problemas, que são de uma relativa complexidade, levou ao desenvolvimento de matemáticas mais sofisticadas e de fundamental importância para atualidade. 

Voltemos ao nosso problema: Dado um ângulo qualquer, pretendemos construir, com régua não graduada e compasso um ângulo cuja amplitude seja a terça parte do ângulo dado.

É obvio que para provar a impossibilidade genérica de trissectar ângulos, basta encontrar um que seja impossível de trissectar. No entanto sabemos que é possível para alguns ângulos específicos, como é o caso do ângulo reto.

Uma possível abordagem para encontrar esta solução é reduzir a trissecção ao problema de neusis, que mostramos anteriormente, por exemplo, no trabalho Acerca das Espirais de Arquimedes.

Consideremos a figura 20, onde pretendemos trissectar o ângulo ABC, e já provamos na demonstração por neusis que o ângulo EBC é a terça parte de ABC, o que nos leva a procura o ponto D.
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(Figura 20)

Construindo AL perpendicular a ED. Considerando BA = a, pelas condições de construção da figura temos que ED = 2a,   AH = EH = HD = a.

Nomeamos BE de y, AD de x e BF de b.

Observando que os triângulos AED, EBF e ALD são semelhantes, é valido a  relação:
[image: image51.wmf]AD
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Sabendo que, o triângulo ABH é isósceles, com AH = AB  o ponto L da perpendicular AL é o ponto médio do seguimento BH. Assim LH = 
[image: image52.wmf]2
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 BH = 
[image: image53.wmf]2

a

+

y

, também podemos afirmar que LD = LH+HD = 
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Voltando para 
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, podemos reescrever esta igualdade utilizando os seguimentos da seguinte forma: 
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Lembrando que o ponto A é um vértice do triangulo ABH, tomamos BA = 1, e portanto a = 1. 

Assim escrevemos a relação 
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, simplificando para a = 1, 


[image: image63.wmf]2

x

= 
[image: image64.wmf]y

b

 = 
[image: image65.wmf]2x

3

+

y


Usando as equações e relacionando: 
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 obtemos, respectivamente:
xy = 2b;

2x2 = 2(y + 3) ( x2 = y + 3;

Agora isolando y na primeira equação e substituindo na segunda equação, encontramos: x3 – 2b – 3x = 0.

Verificamos neste instante que para trissectar qualquer ângulo ABC bastaria encontrar as raízes da equação anterior. 

Note que existe um parâmetro b na equação que dificulta o encontro de raízes construíveis, então, vamos considerar b = 0. Deste modo a equação fica com a forma: x3 – 3x = 0, cujas raízes são : -
[image: image70.wmf]3

, 0 e 
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.

Como estas raízes são construíveis com régua não graduada e compasso, é

possível se trissectar um ângulo ABC quando b for igual a zero. Esta solução não é surpreendente pois, constatamos que esta solução é para o ângulo reto, que facilmente conseguimos trissectar.

Consideremos então um ângulo ABF de 600 que nos leva a um parâmetro 

b = 
[image: image72.wmf]2

1

 (Figura 21).

Neste caso a equação da trissecção é x3 – 3x –1 = 0, que tem como solução aproximada, as raízes; 
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(Figura 21)

Salientamos aqui o Teorema sobre Construções Geométrica, ou seja, segmentos que podem ser construídos pelos métodos da Geometria Euclidiana.

“Começando com um segmento de comprimento unitário, qualquer comprimento que possa ser construído com régua e compasso é um número algébrico de grau 1, ou 2, ou 8, ..., isto é, um número algébrico de grau igual a uma potência de 2.” 15

Portanto a impossibilidade de construção do segmento AD trissectível, partindo da equação anterior é verificada, pois temos valores irracionais para a solução da equação. Assim, pelo menos o ângulo de 600 não conseguimos trissectar com os instrumentos euclidianos, então podemos afirmar que não é possível trissectar um ângulo ABC como determinou Euclides.

Essa demonstração é de Pierre Laurent Wantzel em 1837, e prova definitiva da impossibilidade da trissecção do ângulo. 16

8. CONCLUSÃO

Levantamos esta questão da antiguidade para salientar que não se pode pensar em uma modernização da matemática sem observar o conhecimento historicamente acumulado. 

Consideramos também a necessidade urgente de uma “contextualização”, que está deixando de apresentar estes problemas históricos na sala de aula para se basear apenas em situações práticas. Mas não existiria matemática para solucionar estas questões práticas caso os pensadores não criassem a matemática desvinculada da realidade. 

A geometria é o grande exemplo disto, pois é a parcela da matemática que mais desenvolve a abstração e ao mesmo tempo a integração do raciocínio com a realidade, pontos fundamentais para o progresso da matemática na humanidade.

Simplificando, queremos que nossos alunos compreendam e analisem com muito mais critica positiva, o mundo em que vivem, sem receberem do professor a idéia de que o passado não faz parte do futuro.

Confirmamos este pensamento com uma poesia de Brecht em sua peça Vida de Galileu.

“Tu vês! Mas vês o que?

Não vês absolutamente nada.

Limitas – te a olhar.

E olhar não é ver.”
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