A Pesquisa Operacional (PO) tem sido grandemente empregada em organizagdes
governamentais (federais, estaduais e municipais), militares e de utilidade publica (como
escolas, sindicatos, hospitais e bibliotecas). Torna-se cada vez mais comum seu emprego em
areas das mais variadas.

Primeiras equipes de Pesquisa Operacional: 2a Guerra Mundial - os lideres
britanicos pedem aos cientistas e engenheiros para analisar diversos problemas
militares

—organizagdo de rotas;

—gerenciamento de operagdes de comboio, bombardeio e minas explosivas;
—alocacao de recursos escassos as varias operagoes militares, etc.

* O resultado foi chamado de Pesquisa de Operagdes Militares e mais tarde

Pesquisa de Operacgdes.

« Utilizacdo em industrias, negdcios e governo.

1.0 A EVOLUCAO DA PESQUISA OPERACIONAL

O termo “PO” foi empregado pela primeira vez em 1939. A partir de individualizada e
batizada, tornou-se possivel fixar suas origens em épocas remotas da histéria da ciéncia e da

sociedade.

Origens da PO:

Na Primeira Revolu¢do Industrial comegaram a surgir os problemas que a nova

disciplina iria resolver. A medida que emergiam formas de administracao mais especializadas



também surgiram aplicacdes mais especializadas da ciéncia, tais como engenharia de
movimenta¢do de materiais, controle estatistico de qualidade, engenharia de manutengdo e de
confiabilidade e pesquisa no setor de promog¢ao e vendas. Um aspecto importante dessa
evolugdo baseia-se no fato que nao se aplicou o conhecimento cientifico a novas fungdes de
direcdo que iam surgindo na administra¢do. Para que a funcao de direg¢@o possa ser exercida ¢
necessario o estabelecimento de objetivos e medidas de avaliagdo do desempenho das
unidades que lhe sdo subordinadas, a tarefa de integracdo exige que todo o sistema seja
considerado; isto ¢ a esséncia do trabalho do dirigente. Com isso exigia-se cada vez mais do
dirigente que passou a necessitar da ajuda de pessoas com mais experiéncia dos problemas
que surgiam e com mais tempo para estuda-los, provocando o aparecimento dos consultores
de administragdo, cuja atividade, no inicio, ndo se baseava nem na ciéncia nem na pesquisa
cientifica.

O que denominamos PO custou a aparecer no cendrio do desenvolvimento da
administragdo industrial. A estagnacdo da PO poderia ter continuado indefinidamente, nao
fosse o desenvolvimento que teve nas organizagdes militares com a deflagracdo da Segunda
Guerra Mundial.

A diferenca principal entre a evolucdo dos administradores militares e a dos
administradores industriais ocorreu entre o fim da Primeira Guerra Mundial e o inicio da
Segunda. Quando os administradores e dirigentes militares ingleses teriam recorrido a ajuda
de cientistas para incorporar o radar as taticas e a estratégia da defesa antiaérea.

O emprego de equipes de cientistas difundiu-se entre os Aliados. Este trabalho ficou
conhecido como pesquisa operacional no Reino Unido e recebeu diversas denominagdes nos
Estados Unidos : andlise de operagdes, avaliagdo de operacdes, pesquisa de operagdes, analise
de sistemas, avaliacdo de sistemas, pesquisa de sistemas e ciéncia de administragdo. O nome
pesquisa operacional era o mais usado.

Os ingleses reduziram os gastos destinados a pesquisa no campo da defesa nacional,
isto causou a liberacdo de muitos especialistas em PO das organizagdes militares no momento
em que os administradores industriais defrontavam-se com a necessidade de reconstruir
grande parte das instalagdes fabris da Gra-Bretanha, pedindo o auxilio dos especialistas em
PO. As aplicagdes industriais da PO comecaram a surgir na exploracdo do carvao, na
sidertrgica, nos transportes, nas empresas de servigo publico.

Nos Estados Unidos a aplicagdo da ciéncia aos problemas de administragao industrial
deve-se ao advento da Segunda Revolucao Industrial. O avango cientifico no estudo de

comunicagdes, controle e computacdo, o que forneceu a base tecnoldgica da automacgdo. A



possibilidade de emprego de “cérebros eletronicos” como instrumento de administragdo foi
amplamente divulgada e os dirigentes, tiveram de recorrer ao auxilio dos especialistas para a
selecdo e utilizagdo de computadores.

No inicio da década de 1950 a industria comegou a absorver alguns dos especialistas
em PO que deixavam as organiza¢des militares; os demais eram absorvidos por empresas de
consultoria, universidades, institutos de pesquisa e 6rgaos governamentais.

Hoje mais da metade das maiores empresas dos Estados Unidos mantém equipes de
PO ou utilizam seus servigos. Organizou-se uma associagdo nacional em 1953 - a “Operations
Research Society of America®.

Em 1957 foi fundada a Federagdo Internacional de Associagdes de Pesquisa Operacional.

Comecaram a surgir revistas técnicas, cursos e programas em PO.

O Método da PO

A experimentacao tomada no sentido restrito - isto ¢, a manipulacdo fisica das
variaveis - € geralmente impossivel ou impraticdvel quando se lida com organizagdes
governamentais, militares ou industriais. Apesar disso, a experimentacdo ¢ as vezes possivel,
particularmente no caso de subsistemas, e desempenha papel importante na PO; a maioria das
vezes, entretanto, o sistema global em estudo nao pode ser submetido a um tratamento desta
natureza.

Quem trabalha em pesquisa operacional ¢ geralmente obrigado a construir
representacdes do sistema e do seu comportamento para se orientar durante a pesquisa. Os
modelos em PO assumem a forma de uma ou mais equagdes ou inequacdes para traduzir a
condi¢do de que algumas, ou todas as variagdes controladas s6 podem ser manipuladas dentro
de limites. O conjunto destas equagdes constitui, a0 mesmo tempo, um modelo de sistema e
um modelo de decisdo.

A solucdo pode ser extraida do modelo mediante experimentacdo (isto €, por
simulacdo) ou mediante analise matematica. Para alguns tipos de fun¢do f (por exemplo,
relagdes algébricas elementares), desde que as restricdes ndo sejam numerosas, a matematica
classica fornece instrumentos perfeitamente adequados para a determinagdo dos melhores
valores das varidveis controladas. Por outro lado, a funcdo f pode consistir em um conjunto de
regras de calculo (um algoritmo) que nos permita medir a utilidade (U) do desempenho para

qualquer conjunto de valores das variaveis controladas e nao controladas.



Em alguns casos o comportamento do elemento humano que toma a decisdo nao

pode ser representado no modelo. Ocorre a necessidade do uso de simulagdes que envolverao

a participagao de seres humanos, sendo denominadas jogos de opera¢oes. A otimizagao,

portanto, produz a melhor solucao para o problema que foi modelado.

A correspondéncia entre modelo e realidade tera de ser aferida (testada) e a solucdo

avaliada. Isto ¢, teremos de comparar seu desempenho com o da politica ou procedimento que

ela ird substituir. Os resultados da pesquisa devem ser implantados. E nesta fase que se faz o

teste € a avaliacdo final da pesquisa; proporciona pois, ao especialista as maiores e melhores

oportunidades de aprender.

Cinco fases num projeto de PO:

1.
2.

Formulagao do problema

Construc¢ao do modelo

Obtencdo da solugdo

Teste do modelo e avaliagdo da solugdo

Implantagdo e acompanhamento da solucao (manutengao)

As vantagens e desvantagens da utilizacdo de modelos foram assim definidas por Beuren

(1989):

Vantagens

Desvantagens

emerge sob a forma grafica, para representar a realidade
aprendida em determinado momento;

. simplifica a visualiza¢ao da amplitude das variaveis sem alterar

a esséncia;
ajuda a identificar varias relagdes possiveis entre os elementos
da realidade;

. permite compreender relagcdes complexas;

serve como base para estabelecer e aprimorar pardmetros.

limitagdes na identificacdo de todas as varidveis relevantes que
influenciam em determinada situacao;

. problemas na defini¢do das propriedades a serem mensuradas e

na especificagcdo de procedimentos para tal;
dificuldades no entendimento entre os provedores € 0os usudrios
da informacgao.



De acordo com Garcia (1997: p. 1212), "a representacdo simplificada de um problema do
mundo real através de um modelo matematico permite que sobre ele se aplique técnicas e
métodos que facilitam a obtencao de uma solugao".

1.1 O IMPACTO DA PESQUISA OPERACIONAL

A Pesquisa Operacional tem tido um grande impacto crescente na administragdo de
empresas nos anos recentes. Tanto o nimero quanto a variedade de suas aplicagdes continuam
a crescer rapidamente. Algumas de suas técnicas envolvem idéias bastante sofisticada em
ciéncias politicas, matematica, economia, teoria da probabilidade e estatistica. Como também
sendo usada amplamente em outros tipos de organizagdes, inclusive negocios e industria.
Segundo Hillier quase todas as doze maiores empresas do mundo, e uma consideravel
propor¢do das organizagdes industriais pequenas, t€ém grupos de pesquisa operacional bem
estabelecidos. Muitas industrias, inclusive a de aviacdo e misseis, automdveis, comunicagoes,
computadores, energia elétrica, eletronica, alimentos, metalirgica, mineragdo, papel, petroleo
e transporte, tém feito uso extensivo da pesquisa operacional. Mesmo instituigdes financeiras,
agéncias governamentais e hospitais tém aumentado rapidamente o uso que fazem da pesquisa
operacional.

Vejamos alguns dos problemas que tém sido resolvidos por técnicas particulares de

pesquisa operacional:

- PROGRAMACAO LINEAR: tem sido usada com sucesso na solucdo de problemas
relativos a alocagdo de pessoal, mistura de materiais, distribuicdo, transporte, carteira de
investimento.

- PROGRAMACAO DINAMICA: tem sido aplicada também com sucesso a areas
como planejamento de despesas de publicidade, distribuicdo do esfor¢o de vendas e
programacao de produgao.

- TEORIA DAS FILAS: tem tido aplicagdo na solugdo de problemas relativos a
congestionamento de trafego, maquinas de servicos sujeitas a quebra, determinacdo do nivel
de uma forca de servigo, programacao do trafego aéreo, projetos de represas, programacao de
producao e operagao de hospitais.

- PROGRAMACAO INTEIRA: Que é uma forma de programacio linear onde as

varidveis podem apenas apresentar niimeros inteiros. Tem sido utilizada na resolucdo de

problemas de investimento dentre outros.



Outras técnicas de pesquisa operacional, tais como teoria de estoque, teoria dos jogos e

simulacdo, também tém sido aplicadas com sucesso a diversos contextos.

1.2 PROBLEMAS TiPICOS

Desde o comeco a PO vem sendo aplicada a grande variedade de problemas. A
maioria consiste em problemas de natureza tatica e nao estratégica. A distingdo entre
problemas taticos e problemas estratégicos se baseia em trés caracteristicas:

1°.) Alcance do problema: Um problema é mais tatico que outro se sua solugdo

produzir efeito de duragdo mais curta ou, o que e essencialmente se a solucdo pode ser
modificada ou abandonada com facilidade.

2°.) Extensdo do problema: Um problema ¢é tanto mais estratégico quanto maior for a

parte da organizagdo diretamente afetada pela solugdo.

3°.) Orientagdo do problema: Um problema ¢é tanto mais estratégico quanto mais

envolver a determinagao de finalidades, metas ou objetivos.

Podemos separar a forma de um problema do seu conteudo pelo processo denominado
abstragdo. A linguagem na qual expressamos a forma assim abstraida do conteudo ¢ a
linguagem da matematica. Portanto, um modelo matematico de decisdo ¢ uma representagao
da forma de um problema. A abstracdo da forma exige o conhecimento do conteudo do
problema.

A aplicagdo da PO a grande variedade de problema taticos pode ser representada por
um pequeno numero de problemas tipicos. Desenvolveram-se técnicas para modela-los e
obter solugdes a partir dos modelos.

Problemas tipicos:

1. Alocagao

2. Estoque

3. Substitui¢do ou reposicao
4. Filas de espera

5. Seqiiéncia e coordenacao
6. Determinagao de rotas

7. Situagdes de competigao

8. Busca de informagao



Quando lidamos com modelos multiplos, a solucdo ¢ geralmente obtida resolvendo-se
os modelos em seqiiéncia e repetindo o ciclo até que se obtenha uma solu¢do satisfatoria para

o problema global.

Algumas das técnicas matematicas empregadas para a solucdo dos modelos, aplicam-
se a modelos de diferentes tipos. Os modelos sdo freqiientemente classificados segundo de
métodos e técnicas matematicas empregadas na obtengdo da sua solucdo. Estas técnicas e

métodos sao indicados a seguir:

e Programacao Linear;

e Programacao Dinamica;

e Programagao Inteira;

e Teoria dos Estoques;

e Teoria das Filas;

e Programacao multiobjetiva
e Simulacao;

e Teoria dos Jogos;

e Teoria dos Grafos;

e Analise de Risco, etc.



2.0 PROGRAMACAO LINEAR

2.1 INTRODUCAO

Programacao Linear ¢ uma técnica de otimizacdo bastante utilizada na resolucio de

problemas que tenham seus modelos representado por expressdes lineares. Pela sua

simplicidade e a possibilidade de aplicagdo em uma consideravel diversidade de problemas,

tornou-se um recurso bastante difundido.

Podemos assim resumir a técnica de Programacao Linear:

Chamamos de conjunto de restrigdes, as expressdes contornais do problema, ou seja,

todas as disponibilidades e limita¢des levantadas do problema, numa linguagem matematica
comparativa: desigualdades ou igualdades (<, = ou >). A func¢ao objetivo, ¢ obtida com as
mesmas variaveis das restricdes, com o objetivo de ser maximizada ou minimizada, com a
resolugdo do sistema restritivo.
Quanto a resolu¢do, pode ser:
a) Problema com duas variaveis

- Grafica

- Andlise matematica

- Algoritmo (Método Simplex).

b) Problema com um niimero qualquer de variaveis
- Andlise matematica

- Algoritmo (Método Simplex)

O modelo matematico de um problema de otimizacao pode ser formulado como segue

(Chiang: 1982, p. 556):



Max. Ou Min.

Z=cCiX1+CXo Feueuennnnnn. CnXn (1)
Sujeito a:

aXp FarXxy e A1nXn < I
A21X] T a20Xy Teveninennns Xy <12 (2)
AmiX1 T amaXo Teevennnnnnn. AnnXn < T'm
exi20 (=12 n)

onde:

a. (1) representa a fun¢do matemadtica que codifica o objetivo do problema e ¢
denominada fung¢do objetivo.

b. (2) representam as funcdes matemadticas que codificam as principais restricdoes
identificadas.

c. "Z" ¢ afungdo a ser maximizada ou minimizada, respeitando o conjunto de restrigdes.

d. "x;" sdo as varidveis decisorias que representam as quantidades ou recursos que se
quer determinar para otimizar o resultado global.

e. '"ci:" sdo os coeficientes de ganho ou custo que cada variavel € capaz de gerar.

f. "r;" representa a quantidade disponivel de cada recursos

g. "a;i" representa a quantidade de recursos que cada variavel decisoria consome.

Este trabalho vai demonstrar passo a passo a resolucdo de problemas de programacao
linear onde as restrigdes possuem sinal de maior (>)ou igual (=).

A programacao linear ¢ o campo mais vastos das programagdes matematicas , uma das
variantes de aplicacdao generalizada em apoio a decisdo. O termo programacao deve entender-
se como “planejamento” e a qualificacdo “linear” deixa antever que as relagdes matematicas

utilizadas sdo fungdes lineares.



Todos os célculos serdo desenvolvidos através do método simplex desenvolvido pelo

matematico George dantzig , que ¢ considerado o pai da programacao linear.

O método simplex ¢ considerado como um dos mais significativos avangos

matematica no século XX.

George Dantzig

Figl: George dantizg
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fig2: Quadro do método simplex.
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Problema:

Uma companhia de transporte tem 3 tipos de caminhdes o tipo “A” tem
2m3 de espacgo refrigerado e 3m3 de espaco na refrigerado. O tipo “B”tem
2m3 de espaco refrigerado e Im3 de espaco niio refrigerado e o tipo C tem 3m’
de espaco refrigerado e 5m’ de espaco ndo refrigerado . O cliente quer
transportar um produto que necessitard de 20m’ de drea refrigerada e a drea
nio refrigerada seja igual a 10m’. A companhia calcula entre 1.100 litros o
combustivel para uma viagem com o caminhdo “A”e 750 litros para o
caminhdo “B” e “C” 800 litros.

Quantos caminhoes de cada tipo deverdo ser usados no transporte do

produto com o menor consumo de combustivel.

1° Passo: Todo o problema de modelagem matematica inicia-se pela discricdo das

variaveis de decisdo, neste caso P1,P2 e P3.
$ X1=> Quantidade de Caminhdo tipo A
$ X2=> Quantidade de Caminhao tipo B

$ X3=> Quantidade de caminhao tipo C

2° Passo: Expressar a fung¢do objetivo, neste caso a empresa quer minimizar 0 consumo de

combustivel , portanto tem-se:
FUNCAO OBJETIVO: Min C= 1.700X1+750X2+800X3

3° Passo: Expressar as restricdes técnicas.

2X1+2X2+5X3 > 20 ——> Disponibilidade minima de espaco refrigerado

3X1+X2+5X3= 10 | = Disponibilidade de espaco nio refrigerado

Variaveis de ndo negatividade X1,X2e X2 >0



RESOLUCAO

Repare que as restrigdes possuem sinais de igual (=) e (=) maior, neste caso ¢ necessario
realizar transformacodes lineares neste equagdes.

Na restrigao do tipo (=) ¢ equilibrada com uma variavel excedentaria, passando para:
2X1+2X2+5X3 —-E1= 20.

A segunda restricao ja esta equilibrada: 3X1+X2+5X3 =10

Fungdo objetivo: Min C= 1.700X1+750X2+800X3+0E1
Restri¢des técnicas

2X1+2X2+5X3 —-E1= 20

3X1+X2+5X3 =10

X1,X2,X3eE1> 0
Quadro do simplex.
VB x1 x2 x3 El VSM
? 3 1 5 0 10
? 2 2 5 -1 20

Nao ha uma matriz identidade para uma solugdo inicial !! Porqué?
Repare que na 1° restricdo do tipo (=) ndo ha varidvel folga, pois a restricao diz que deve
ser utilizado exatamente 10m’ de espago ndo refrigerado.

Na segunda restri¢ao do tipo (=) , a variavel auxiliar tem coeficiente -1

Técnica da variavel artificial
Forma padrdo do simplex:
Func¢@o objetivo: Min C= 1.700X1+750X2+800X3+0E1
Restrigdes técnicas
2X1+2X2+5X3 -E1=20
3X1+X2+5X3 =10
X1,X2,X3eE1> 0



Nas restrigdes do tipo (=) e (=), acrescenta uma variavel artificial, ficando:

Funcao objetivo: Min C= 1.700X1+750X2+800X3+0E1
S.a: 2X1+2X2+5X3 -E1+A1= 20

3X1+X2+5X3+A2 =10
X1,X2,X3,E1,A1 eA2> 0

Técnica da variavel artificial Quadro inicial

VB xl x2 x3 El Al A2 VSM
Al 2 2 5 -1 1 0 20
A2 3 1 5 0 0 1 10

Repare que ja temos a matriz identidade que esta sendo formada pelas varidveis
artificiais Al e A2 .
A soma original entre x1 e x2 e x2 igual a 10, s6 se matem se a variavel artificial A2 for
igual a zero. Idem com Al. Tenho a identidade mas arranjei um “Gargalho”.
Tenho que me livrar de A1 e A2, mas como fazer isso?
Preciso de AlI=0 e A2=0, conheco o método simplex para maximizacdo ou
minimizagdo, entdo vou comecar por minimizar a soma de A1+A2.
Resumindo
v Organize uma fun¢io que seja a soma das variaveis artificiais;
v" Minimize a fungdo utilizando o método simplex;
v Atingindo o 6timo, ou o minimo da soma ¢é nulo e esta livre das varidveis
artificiais;
v Caso 0 minimo das soma ndo seja nulo, conclui-se que o sistema de equagdes

nao tem solugao.

Este ¢ o primeiro passo do método dos dois passos.

Funcao artificial igual= a soma das variaveis artificiais



Min(FA)=A1+A2
No quadro teremos F(A)=-A1-A2=0

VB x1 x2 x3 El Al A2 VSM
Al 2 2 5 -1 1 0 20
A2 3 1 5 0 0 1 10
F(A) 0 0 0 0 -1 -1 0
Andlise o quadro podemos iniciar o calculo? ﬁ ﬁ

Acertou quem disse nao
v" Veja que no quadro A1=20 e A2=10, pela soma daria F(A)= 30
v" No quadro estamos lendo F(A)=0, o que esta errado. Isto acontece porque as variaveis
artificiais estdo ndo base, mas ndo t€m coeficiente nulo na equagao da funcao.
v' E necessério transformar linearmente a equagdo da fungdo o que é feito no proprio
quadro.
A transformagdo linear ¢ feita da seguinte maneira: Some as equacdes que tem varidveis
artificiais e nesta obterd coeficiente nulos para as varidveis artificiais, que sdo varidveis

basicas, e o valor da fun¢ao sera 30

VB x1 X2 X3 El Al A2 VSM
Al 2 2 5 1 1 0 20
A2 3 1 5 0 0 1 10

F(A) 0 0 0 0 -1 -1 0

Soma | 24340 | 24140 | 5+5+0 -1 1+0-1 0+1-1 | 20+10+0

F(A) 5 3 10 -1 0 0 30

O quadro esta pronto para o calculo.

Entra na base X3, pois ¢ o coeficiente mais positivo que estamos a minimizar
Ratio:

20/5=4

10/5=2

Sai A2 menor ratio nao negativo.

Dividir a linha A2, por (5)

Depois Multiplica esta no linha A2 x -5+ a linha A1, pois temos que zerar a coluna X3



VB x1 x2 x3 El Al A2
Al -1,0000 1,0000 0,0000 -1,0000 1,0000 -1,0000
A2 0,6000 0,2000 1,0000 0,0000 0,0000 0,2000
F(A) -1,0000 1,0000 0,0000 -1,0000 0,0000 -2,0000

Solugdo ndo 6tima, pois ha coeficientes positivos na equagdo da fungao.
Entra X2 na base
Sai: 10/1=10

2/0,2= 10, neste caso escolhe aleatoriamente um deles, vou escolher Al

VB x1 x2 x3 E1l Al A2
Al -1,0000 1,0000 0,0000 -1,0000 1,0000 -1,0000
A2 0,8000 0,0000 1,0000 0,2000 -0,2000 0,4000

F(A) 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -1,0000 | -1,0000

v Solug¢do 6tima todos os coeficientes da fungdo sdo ndo positivos;

v" Min F(A) implica que variaveis artificiais com valor nulo;

VSM
10,0000
2,0000
10,0000

VSM
10,0000
0,0000
0,0000

v' A base 6tima da solugdo do sistema de equagdo da forma padrdo. Vai ser

utilizada para a otimizagao da fungao objetivo.

Ja reparou na simetria das colunas E1 e Al.

J& reparou que na equacgdo final da fung¢do artificial e igual a do quadro inicial. Isto s6

acontece porque o minimo de F(A) ¢ zero e todas as varidveis artificiais sdo variaveis nao

basicas ( pode obter min F(A) =0 com uma ou variaveis artificiais na base com valor zero.

2° passo otimizar a funcio objetivo

Do modelo matematico temos: Min C= 1.700X1+750X2+800X3

O 2° passo do método consiste em minimizar esta funcao, aplicando o método simplex

na base 6tima obtida no final do primeiro passo.



VB x1 x2 x3 El VSM

X1 -1,0000 1,0000 0,0000 -1,0000 10,0000
X2 0,8000 0,0000 1,0000 0,2000 0,0000
F(O) -1700,0000 | -750,0000 -800,0 0,0000 0,0000

O quadro esta pronto para a solugao?

Quem respondeu nao acertou. Veja que o coeficiente de X2=10 e X3=0 , pelo que a
fun¢io objetivo= Min C= 1.700x0+750.10+800.0= R$ 7.500,00.

No quadro esta se lendo F(O)=0, o que esta errado. Isto acontece porque as variaveis
X1,X2 e X3, estao na base mas ndo tem coeficiente nulo na equacao da fungao.

E necessario transformar linearmente a equagdo da fungio que é feito no proprio quadro.

Ligue os coeficiente a anular as coordenadas unitarias das respectivas variaveis basicas,
coloque a esquerda desta varidvel basica o simétrico do coeficiente que tem em F(O).

Multiplique as equacdes pelos valores situados a esquerda, e some-as a equacao da fungao.

VB x1 x2 x3 El VSM
X2 =750 -1,0000 1,0000 0,0000 -1,0000 10,0000
X3=2800 0,8000 0,0000 1,0000 0,2000 0,0000
F(O) -1700,0000 -750,0000 -800,0000 0,0000 0,0000
750*1+800*0- 750*0+800*1- 750%-
Soma 750 800 1+800*0,2+0 | 750*10+800*0+0
F(O) 0 0 -590 7.500,00

Solugdo 6tima foi atingida todos os coeficientes sdo ndo negativos estamos a minimizar

X= X2 10
X3 | = 0
X1 0

Min C= 750*10+800*0=R$ 7.500,00
A solucao otima ¢ Unica, pois sO as variaveis basicas tém coeficiente nulos na equacao
da fung¢do. Neste exercicio a solu¢do 6tima ¢ utilizar somente o caminhdo B na quantidade de
10 caminhdes.
2*%0+2*10+5%0 = 20
3*0+1*10+5%0 = 10

Atendendo as necessidades do cliente € ao menor consumo possivel de combustivel.



A Fabrica de Radios fabrica os Modelos A, B e C que tém contribui¢cdes ao
lucro de 16, 30 e 50, respectivamente. As exigéncias de produ¢do minimas
semanais sao 20 para o Modelo A, 120 para o Modelo B e 60 para o Modelo C.
Cada tipo de radio requer uma certa quantidade de tempo para a fabricacio das
partes componentes, para a montagem e para a embalagem. Especificamente,
uma duzia de unidades do Modelo A requer trés horas para fabricar, quatro
horas para montar e uma para embalar. Os nimeros correspondentes para uma
duzia de unidades do Modelo B sdo 3.5, 5 e 1.5, e para uma duzia de unidades do
Modelo C sao 5, 8 e 3. Durante a préoxima semana, a fabrica tem disponiveis 120

horas de tempo de fabricacdo, 160 horas de montagem e 48 horas de embalagem.

Varidaveis de decisdo

X1=> Quantidade a ser produzida/ vendida do modela A
X2=> Quantidade a ser produzida/ Vendida do modelo B

X3=> Quantidade a ser produzida/ vendida do modelo C

Restricoes técnicas

X1 > 20 Exigéncias minimas de producio do modela A

X2 > 120 Exigéncias minimas de producio do modela B

X3 > 60 Exigéncias minimas de produc¢io do modela C
0.25X1+0.29167X2+0.4167X3 < 120 Disponibilidade de horas Fabricacao
0.333X1+0.4167X2+0.6667X3 < 160 Disponibilidade de horas Montagem

0.0833X1 + 0.125X2 + 0.25X3 < 48 Disponibilidade de horas embalagem

Variaveis de nao negatividade

X1,X2 e X3 >0




Modelo na forma padrao do simplex
MAX L= 16X1+30X2+50X3
S.a: X1 -El= 20
X2-E2=120
X3-E3=60
0.25X1+0.29167X2+0.4167X3 +F1=120
0.333X1+0.4167X2+0.6667X3 +F2= 160
0.0833X1 + 0.125X2 + 0.25X3 +F3= 48
Variaveis de ndo negatividade X1,X2,X3,F1,F2,F3,E1,E2 e E3 >0
Nota: - Restri¢des do tipo (L) Sdo equilibradas com uma variavel de Folga (F)
- Restri¢des do tipo (=) Sao equilibradas com uma variavel excedentéria (E)

Quadro Inicial

X1 X2 X3 F1 F2 F3 El E2 E2 VSM
0,2500 0,2917 0,4167 1 0 0 0 120,0000
0,3333 0,4167 0,0667 0 1 0 0 160,0000
0,0833 0,1250 0,2500 0 0 1 0 48,0000
1,0000 0,0000 0,0000 0 0 0 -1 0 20,0000
0,0000 1,0000 0,0000 0 0 0 -1 0 120,0000
0,0000 0,0000 1,0000 0 0 0 0 -1 60,0000

Repare que ndo hd matriz identidade. Nas restri¢des de( <)o vetor de F1,F2 e F3,
servem para matriz identidade F1,F2 e F3. F1,F2 e F3 sdo variaveis basicas na trés primeiras
restri¢des.

As restrigdes do tipo (=) a variavel auxiliar tem valor negativo.

Para resolver este problema, vamos utilizar a técnica da variavel auxiliar onde:

V' As variaveis do tipo (2) e (=) acrescenta-se uma variavel artificial.



VB
F1

F2
F3

Al
A2
A3

Técnica da variavel artificial Forma padrao do simplex

F(O) MAX L=16X1+30X2+50X3+0F1+0F2+0F3+0E1+0E2+0E3
S.a: X1 -El+Al= 20

X2-E2+A2=120

X3-E3+A3=60
0.25X1+0.29167X2+0.4167X3 +F1=120
0.333X1+0.4167X2+0.667X3 +F2= 160
0.0833X1 + 0.125X2 + 0.25X3 +F3= 48
Variaveis de ndo negatividade (X1,X2,X3,F1,F2,F3,E1,E2,E3,A1,A2¢ A3>0

X1 X2 X3 El| E2 E3 | F1 | F2 | F3 | Al | A2 | A3 | VSM

0,25 0,29167 | 0,4167 | 0 0 0 1 0 0 0 0 0 120
0,333 0,4167 @ 0,6667 0 0 0 0 1 0 0 0 0 160
0,0833 | 0,1250 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 48
1,0000 | 0,0000 0 -1 0 0 0 0 0 1 0 0 20
0,0000 | 1,0000 0 0 -1 0 0 0 0 0 1 0 120
0,0000 | 0,0000 1 0 0 -1 0 0 0 0 0 1 60

Agora temos a matriz identidade. A soma de X-E1=20 s6 se matem, se Al for igual a
zero. Idem para A2 e A3. Tenho que me livrar de A1, A2 e A3. Preciso de Al, A2 e A3=0,
Utilizando o método simplex tém-se as seguintes etapas:
v Organize uma fungdo que seja a soma das variaveis artificiais;
v' Minimiza-se esta fungdo utilizando o método simplex;
v" Atingindo o 6timo, ou 0 minimo da soma ¢é nulo;
v Se 0 minimo da soma ndo ¢ nulo conclui-se que o sistema de equagio da fungdo

nao tem solugao.

Estes processos sdo conhecidos com o primeiro passo dos métodos dos dois passos.
Funcao artificial = Soma das variaveis artificiais
Min F(A)= A1+A2+A3.
No quadro teremos F(A)=-A1-A2-A3=0



VB
Fl
F2
F3
Al
A2
A3

F(A)

X1
0,2500
0,3333
0,0833
1,0000
0,0000
0,0000
0,0000

X2
0,2917
0,4167
0,1250
0,0000
1,0000
0,0000
0,0000

X3
0,4167
0,0667
0,2500
0,0000
0,0000
1,0000
0,0000

El

=Niellellol =Rl

=NiellelleN el =Nl

E3 | Fl
0 1
0 0
0 0
-110
0 -1
0 0
0 0

F2 | F3 | Al
0 O 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0
-1 0 0
0 0| -1

Anadlise o quadro acima, e veja se podemos iniciar os célculos.

I

A2 | A3
0 0
0 0
0 0
0 0
1 0
0 1

-1

-1

VSM
120,00
160,00
48,00
20,00
120,00
60,00
0,00

17

Se vocé pensou que sim, errou. Repare que a soma de AI+A2+A3=200. No quadro

estamos a ler F(A)= 0, o que ¢ errado. Isto acontece porque as varidveis estdo na base mas nao

tem coeficientes nulo na equacdo fungdo. E necessario transformar linearmente a equagdo da

fungdo o que ¢ feito no proprio quadro.

Soma as equagdes que tém variavel artificial a equacdo da fungdo e nesta obtera

coeficiente nulos para as variaveis artificiais , que sdo varidveis basicas (VB) e o valor da

funcao sera 200.

VB
F1
F2
F3
Al
A2
A3
F(A)
Soma
F(A)

X1
0,2500
0,3333
0,0833
1,0000
0,0000
0,0000
0,0000

1+0+0+0

1

X2
0,2917
0,4167
0,1250
0,0000
1,0000
0,0000
0,0000

X3
0,4167
0,0667
0,2500
0,0000
0,0000
1,0000
0,0000

Quadro pronto para célculo.

El

[—RE—TE— R e R e Rl K]

=K TAE RN ke Rl R e R} ]

F3

=R — RN R e R ]

Al

S S = OO

A2 | A3
0 0
0 0
0 0
0 0
1 0
0 1

-1 -1
0 0

VSM
120,00
160,00
48,00
20,00
120,00
60,00
0,00

200,00

Entra na base o coeficiente mais positivo, estamos a minimizar, neste caso a escolha ¢

aleatoria, pois os coeficiente sdo positivos e tem o mesmo peso.

Sai da base o menor ratio: Al



VB X1 X2 X3 |E1 | E2 E3 F1 F2 F3 Al A2 A3 | VSM
X1 1 0 0 0 O -1 .0 0 O 1 0 0 20
F1 0 0 0 0 0 0 0 |0 0 0 0 115
F2 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 153
F3 0 0 0 0 0 0 0 |0 1 0 0 0 46
A2 0 1 0 0 0 0O -1 10 |0 0 1 0 120
A3 0 0 1 0 0 0 0 -1 |0 0 0 1 60
F(A) | 0,0000 | 1,0000 | 1,0 0 0 0O -1 -1 0 -1 0 0 | 180,0
Solug¢do nao 6tima, pois ainda ha coeficiente positivo na equagao da funcao.
Entra na base X2
Sai da Base A2
VB X1 X2 X3 El| E2| E3 | F1 F2 F3 Al | A2 A3 VSM
X2 0 1 0 0 0 0O -1 0 0 0 1 0 ' 120,00
X1 1 0 0 0 0O -1, 0 0 O 1 0 0 20,00
Fl1 0 0 0 0 0 0 1 (U 0 0 0 @ 115,00
F2 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 ' 153,33
F3 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 | 4633
A3 0 0 1 0 0 0 0 -1 0 0 0 1 60,00
F(A)  0,0000 O 1 0 0 0 0O -1, 0 -1 -1 0 60,00
Solu¢do nao 6tima, pois ainda hé coeficientes positivos na equacao da fungao.
Entra na base X3
Sai da base A3
VB X1 X2 X3 |E1 | E2 |E3 Fl1 | F2 F3 | A1l | A2 A3 | VSM
X3 0 0 1 0 0 0 0 | -1 0 0 0 1 60
X2 0 1 0 0 0 0 | -1 0 0 0 1 0 120
X1 1 0 0 0 0 | -1 0 0 0 1 0 0 20
Fl1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 115
F2 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 153
F3 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 46
F(A) | 0,00 | 0,00 0 0 0 0 0 0 0 -1 -1 -1 0,00

Solugdo 6tima, todos os coeficientes da fun¢ao sdo nao positivos.

Min f(A)= Implica em varidveis artificiais com valor nulo.

A base 6tima ¢ a solugdo do sistema de equagao da forma padrao. Vai ser utilizada para

otimizagdo da fun¢do objetivo.



2° passo otimizacao da funcdo objetivo;
do modelo maximizar ) = MAX LUCRO) 16X1+30X2+50X3
O 2° passo ¢ a otimizagao desta fun¢do, aplicando o método simplex na base 6tima

obtida no final do primeiro passo. As colunas artificiais podem ser eliminadas

VB X1 X2 X3 El | E2  E3 | Fl | F2 F3 VSM
X3 0 0 1 0 0 0 0 -1 0 60
X2 0 1 0 0 0 0 -1 0 0 120
X1 1 0 0 0 0 -1 0 0 0 20
F1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 115
F2 0 0 0 0 0 0 0 1 0 153
F3 0 0 0 0 0 0 0 0 1 46
F(O) | -16,00 -30,00 -50 0 0 0 0 1 0 0

Andlise o quadro podemos iniciar o Célculo?

Se vocé responde ndo acertou. Veja que X1= 20, X2=120 e X3=60, pela que a fungao
objetivo= MAX L= 16*20+30*120+50*30= 6920

No quadro estamos lendo F(o)= 0, o que ¢ errado. Isto acontece porque as variaveis da
X1,X2e X3, estdo na base mas ndo tem coeficiente nulo na equagio da fungio. E necessario
transformar linearmente a equacao da fung¢do o que ¢ feito no proprio quadro.

- Ligue os coeficientes a anular as coordenadas das respectivas variaveis basicas,
coloque a esquerda destas VB o simétrico do coeficiente que tem em F(o) Multiplique as

equacdes pelos valores situadas a esquerda e some-as a equagao da funcao.

VB | X1 | X2 | X3 El E2 E3 | F1| F2| F3| VsSM
X1 1 0 0 1,000 | 0,000 | 0000 | 0| 0| 0 20000
X2 0 1 0 0,000 | -1,000 | 0,00 | 0 0| 0 | 120,000
X3 0 0 1 0,000 | 0,000 | -1,000 | 0 0| 0 | 60,000
F1 0 0 0 0250 | 0292 | 0417 | 1| 0| 0| 54994
F2 0 0 0 0,333 | 0417 | 0667 | 0 1| 0| 63,298
F3 0 0 0 0,083 | 0,25 | 0250 | 0o o | 1| 16334

Fo) | -16 | -30 | -50 0 0 0 0 0/ 0 0

soma | 16*1+30*0+50*0-16

F(o) | 0,000 | 0,000 | 0,000 | (16,000) (30,000) | (50,0000 0 | 0 | 0 | 6920

Esta solug¢ao ndo ¢ 6tima, pois ha coeficientes negativos na linha da fungdo objetivo.



VB
E3

F2
F1

X1
X2
X3
F(x)

VB
F3
F2
F1

X1
X2
X3
F(x)

Entra na base E3 e sai da base F3.

X1
0,000

0,000

0,000

1,000

0,000

0,000
0

Solugdo nao 6tima, pois ainda ha coeficientes negativos na linha da funcao objetivo.

X2 X3
0,000 | 0,000

0,000 | 0,000

0,000 | 0,000

0,000 ' 0,000
1,000 | 0,000
0,000 | 1,000

0

0

El
0,333

0,111
0,111

1,000
0,000
0,333
0,66

Entra na base E2 e sai da base E3

SO O -

Solucdo otima encontrada: Produzir XI1= 20,

X2 | X3 El
0 0 | 0,666
0 0 | 0,055
0 0 | 0,056
0 0 | 1,000
1 0 | 0,666
0 1 | 0,000
0 0 3,99

E2
1,000
0,000
0,000

0,000
0,000
0,000
0,00

E2
0,500

0,0835

0,083

0,000

-1,000

0,500
-5

E3
2,000
-0,167
-0,166

0,000
2,000
-1,000
10,00

gerando um lucro mdximo de R$ 10.840,16.

produtos.

produtos.

montagem.

E3
1,000

0,000

0,000

0,000

0,000

0,000
0

F1
0,000
0,000
1,000

0,000
0,000
0,000
0,00

F1
0,000

0,000

1,000

0,000

0,000

0,000
0

F2
0,000
1,000
0,000

0,000
0,000
0,000
0,00

F2
0,000

1,000

0,000

0,000

0,000

0,000
0

F3
8,000
-3,336
-2,332

0,000
8,000
0,000
240,00

F3
4,000

2,668
1,668

0,000

0,000

4,000
200

VSM
65,336

19,719

27,749

20,000

120,000
125,336
10.186,8

VSM
130,672
8,88
16,903

20,000
250,672
60,000
10.840,16

X2=250,672 e X3=60,

Repare que temos F1=16,903, ou seja, esta sobrando na fabricacdo dos

F3= 0, ou seja foram utilizadas todas as horas disponiveis para embalar os

F2= 8,88, ou seja, esta sobrando 8,88 horas no departamento de



Realizando uma analise Algébrica tém-se

Fl= 0.25%(20)+0.29167(250,672)+0.4167*(60) = 103 < 120 => Folga= 16,903Hrs
F2=0.333%(20)+0.4167%(250,672)+0.6667*(60)= 1 < 160 => Folga=8,88horas
0.0833%(20) + 0.125%(250,267) + 0.25%(60)= 48 < 48 —=> Folga =0

NOTA: Ao se introduzir o conceito de folga de recurso, a inequacdao pode
ser escrita como Utilizacdo de recurso + Folga = Disponibilidade. Isso
significa que Utilizacdo de recurso < Disponibilidade implica Folga > 0;
Utilizacdo de recurso = Disponibilidade implica Folga = 0. Deste modo, a
folga de cada recurso pode ser representada por uma varidavel de forma

exatamente igual a producdo de cada produto.

I Frinal

Walue

Este grafico nds mostra o valor de X1, X2 e X3.



As variaveis duais podem receber uma interpretacdo econdmica muito interessante, que

leva ao calculo da utilidade margina (preco de sombra, Dual price, valor marginal etc.)

O problema dual, para modelos em que as restricoes sao de desigualdades do tipo < ¢

construido a partir de um modelo primal.

1. Cada restrigdo, em um problema corresponde a uma varidvel no outro;
2. Os elementos do lado direito das restricdes, em um problema, sdo coeficientes da
funcao objetivo do outro problema;
3. Se o objetivo de um problema primal ¢ maximizar o objetivo do problema dual
ser minimizar e assim vice € versa.
4. O problema de maximizacdo primal tem restri¢des do tipo (<) o problema dual
de minimizagao tera as restrigdes inversa, ou seja >
5. As variaveis de ambos os problemas sdo ndo negativas.
Problema Primal Problema Dual
Max Z= icj_\c_i Min W= i b,y
i1

1 m

" - Cuiaito q.v. Se i
Sujeito a Euijxj:bi i={1.2....m} | Sueito a z.d iYi=Cji = 1.2,...n}

=

: 2 - =412 1
e .'(J-E'“ _|={l.3.....[]} ¢ :_ni_”' 1 {].L....*['ﬂj
Notagdo Matricial Notagio Matricial
Max Z=cx Min  W=yb
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€
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Exemplo:

Problema Primal Problema Dual
Max  Z=3x,+5x, Min W =4y, +12y, + 18y,
Sujeito a Sujeito a
oo = 4 y, + 3y, =
2x, = 12 2y, + 2y, 2 5
3K1 + 2}(2 = 18 Y. ¥a eV, = 0
X, ¢ x, 2 0
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X
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X
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Sujeito a
10 4 1
X
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0 3 2
X
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Min Z)120y1+ 160y2+48y3-20y4-120y5-60y6
S.a:

0.25y1+0.333y2+0.0833y3-y4>=16 Incremento no depart Fabricacio
0.29167y1+0.4167y2+0.125y3-y5>=30 Incremento no depart Montag
0.4167y1+0.6667y2+0.25y3-y6>=50 Incremento no Depart Embal

Variaveis de ndo negatividade (y1

Admita-se que em ambiente de maximizacdo F(x)=clxl+al2x2, as restricdes primal:

allx1+al2x2 >bl

A desigualdade do tipo < é:

|-all-al2x2 < -bl

A que esta associada a variavel dual Y1>0

A primeira restricao dual ¢ —allyl............. >cl
A segunda restri¢ao dual: -al2yl............... >c2
E na fun¢ao dual g(y) =-blyl....

Considerando que Y1=-Y1 < 0 as expressoes anteriores ficam:

1° restrigao dual: allyl............. >cl
2° restricao dual: al2yl............... >c2
E na funcdo dual g(y) =blyl....

Y 1< 0 ( ndo positiva)

Pode assim concluir que, em ambiente de maximizagao, a cada restricdo primal do tipo

corresponde uma variavel dual ndo positiva (< 0).



Os modelos Primal (Max) e Dual (Min) sao formalizagoes da mesma
situagao pratica abordada com objectivos diferentes

Ponto de vista da Produgao

Ponto de vista Financeiro

Optimiza a fungao objectivo
aplicando bem 0s recursos

Optimiza a fungao objectivo
valorizando internamente 0s

disponiveis recursos disponivels
sl
Y1 Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 Z7 | Z8 79 | VSM
0,25000 | 0,33300 @ 0,08330 | -1,0 0,00 0,0 1 0 0 16,0
0,29167 | 0,41670 = 0,12500 0,0 -1,00 0,0 0 1 0 30,0
0,41670 | 0,66670 | 0,25000 0,0 0,00 -1,0 0 0 1 50,0
F(Y) 120,0 160,0 48,0 -20,0 -120 -60 0 0 0 0,0
Funcdo objetivo transformada de Max (y), para Max (-y)= -120yl-160y2-
48y3+20y4+120y5+60yo6.
As restri¢des técnicas: passam para:
-0.25y1-0.333y2-0.0833y3+y4+Z7>=-16
-0.29167y1-0.4167y2-0.125y3+y5+Z8>=-30
-0.4167y1-0.6667y2-0.25y3+y6+7.9>=-50
Y1 Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 z7l | z8 | 29 | VSM
-0,3 -0,3 -0,1 1,0 0,0 0,0 1,0 0,0 00 | -16,0
-0,3 -0,4 -0,1 0,0 1,0 0,0 00 1,0 0,0  -30,0
-0,4 -0,7 -0,3 0,0 0,0 1,0 10,0 00 | 1,0 | -50,0
F(Y) | -120,0 | -160,0 & -48,0 | 20,0 | 120,0 60,0 00 0,0 | 0,0 | 0,0



Para iniciar o calculo do método dual através do simplex, deve-se tirar uma variavel da
base e colocar uma varidvel na base.

- A variavel que sai: € a variavel basica com o valor mais negativo. Se todas as varidveis
basicas tiverem valores positivos a solucao ¢ 6tima. Neste caso as variaveis basicas Z7; = 16,
78=-30 e Z9=-50, sdo negativas, portanto a solucdo inicial e inviavel ou ndo 6tima. Logo sai
da base Z9

- A Variavel que entra: ¢ escolhida entre as variaveis fora da base, da seguinte maneira:

1. Dividir os coeficientes do lado esquerdo da equacdao F(Y) transformada pelos
correspondentes coeficientes negativos da equagdo da varidvel que sai da base.

2. avariavel que entra ¢ a que tem o menor valor entre os quocientes encontrados
(problemas de minimizagdo) ou o menor valor absoluto (problemas de
maximizacao).

Quando em ambos os casos, ndo houver coeficiente negativos na linha da variavel que
sai da base, o problema nao tem solugao viavel.

Ratio: -120/-0,4=287,97

-160/-0,7=239,98
48/-0,3 =192

Entra na base Y3

Y1 Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 Y7 Y8 Y9 VSM
1,667 | 2,667 | 1,000 = 0,000 0,000 -4,000 | 0,000 | 0,000 | -4,000 | 200,000
-0,111 | -0,111 | 0,000 | 1,000 0,000 -0,333 | 1,000 | 0,000 | -0,333 0,660
-0,083 | -0,083 | 0,000 @ 0,000 1,000 -0,500 | 0,000 | 1,000 | -0,500 -5,000

F(Y) | 39,994 | 31,994 | 0,000 | 20,000 | 120,000 | 132,000 | 0,000 | 0,000 | 192,000 | 9600,000

Solugdo ndo 6tima, pois ha valores negativos na coluna VSM.

Sai da base Z8e entra na base Y6

Y1 Y2 Y3 Y4 Y5 Y6 z7 z8 z9 VSM
0,167 | 0,167 | 0,000 0,000 & -2,000 1,000 0,000 -2,000 | 1,000 10,000
-0,056 | -0,05 | 0,000 | 1,000 | -0,666 0,000 1,000 -0,666 | 0,000 3,992
2,333 | 3,334 | 1,000 0,000 | -8,000 | 0,000 0,000 -8000 0,000 240,000

F(Y) 0,000 ' 20,000 = -144, @ 0,000 @ 0,000 -264,0 | -60,0 | 10840,160

17,997 | 9,989



Solugdo 6tima: Se a empresa conseguir aumentar em 1 hora a disponibilidade de horas
no departamento de embalagens o lucro aumentaria para em R$ 240,00 reais. Se fosse
produzido em uma unidade a mais do produto x3 o lucro reduziria em R$ 10,00, se fosse
produzido o produto X1 em uma unidade a mais o lucro iria reduzir em R$ 3,99 reais. Esta
disponibilidade de hora incremental no departamento de embalagens, seria apenas para

embalar o produto B.
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Este grafico demonstra que se for aumentado em uma hora a disponibilidade maxima de

horas no departamento de embalagem (F3), o lucro aumentaria em R$ 240,00 reais.
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A andlise de pds-otimizagdo ou de sensibilidade tem como objetivo determinar as
condigdes para as quais a solu¢ao o6tima ¢ Valida. No mundo real a solugdao 6tima encontrada,
pode ndo ser a melhor, pois, a demanda pode sofrer alteragdes o custo do produto dentre
outras variaveis, demonstrando o quao importante ¢ analise de sensibilidade para orientar a
tomada de decisdo, caso alguma destas variaveis sofram alteragdes no tempo.

Tomando com base o exercicio anterior , vamos realizar as seguintes analises:

Funcio Objetivo: MAX LUCRO) 16X1+30X2+60X3

Restricoes técnicas
X1 > 20 Exigéncias minimas de producio do modela A
X2 > 120 Exigéncias minimas de produ¢io do modela B
X3 > 60 Exigéncias minimas de produc¢io do modela C
0.25X1+0.29167X2+0.4167X3 < 120 Disponibilidade de horas Fabricacao
0.333X1+0.4167X2+0.6667X3 < 160 Disponibilidade de horas Montagem
0.0833X1 + 0.125X2 + 0.25X3 < 48 Disponibilidade de horas embalagem

Variaveis de niao negatividade (x1,x2,X3>=0)

1° Variagoes no coeficiente da fungdo objetivo:

De F(O)= 16X1+30X2+50X3

Para 20x14+35x2+50x3

Vamos obter X1=20, X2=250,672 ¢ X3=0

Isto nos mostra que para estes novos coeficientes a solu¢do ainda ¢ oOtima, pois os
coeficientes de X1, X2 e X3 ndo sofreram alteracao.

Agora imaginemos que os coeficientes da fung¢do objetivos sofram as seguintes
modificagdes: X1=10, X2=24, X3=61

X1 =20, X2=120e X3=125.335999 . Isto nos mostra que o valor do coeficiente

X3=61 na fung¢do objetivo, gera uma solucao invidvel, pois proporcionou mudangas na fungao

objetivo.



A E
1 Vartiveis de Decisito
2 Xl
3 X1
4 X3
5 Fungdo Objetivo MAX L -
6 Restripdes Tecnicas
7 Disponbilidade de horas no depart Fabricagéo 0 <=
& Dispontbhdade de horas no depart Montagem 0 <=
9 Dispontbthdade de horas no depart Embalagem 0 <=
10" Mittno a ser produzmdo de X1 0 >=
11 Mitmeo a ser produzdo de X2 0 >=
12 Mitutno a ser produzdo de 203 0 >=

Modelagem dos dados ¢é feita da seguinte maneira:
A2=X1 B2=0

A3=X2 B3=0

B4=0 B4=0

Na célula A5, escreva funcao objetivo e na cédula B5 vamos inserir a formula
matematica, tendo: B5 (16*B2+30*B3+50*B4),

Restri¢des técnicas:

B7 (=0,25*B2+0,29167*B3+0,4167*B4), modelo matematica da restri¢do do
departamento de fabricagao.

B8 (=0,333*B2+0,4167*B3+0,6667*B4), modelo matematica da restri¢ao do

departamento de montagem.




B9 (=0,0833*B2+0,125*B3+0,25*B4), Modelo matematica da restri¢ao do
departamento de Embalagem.

B10 (=B2), => Minimo de produg¢ao de X1

B11(=B3)=> Minimo de producao de X2

B12 (=B4)=> Minimo de Producao de X3

Nas colunas Ce D, inseria os dados como mostra a figura acima.

Agora, vamos instalar a Ferramenta solver, para isso va ao menu ferramenta, e clique
em Solver. Caso ndo encontre ¢ preciso instalar esta ferramenta, para isso va ao menu
ferramentas e clique em suplementos e habilite a ferramenta solver.

A figura abaixo mostra a janela de entrada do Solver.

Parametros do Solver

Defirir célula de destina: %] Resalver .
|
Iqual a: O Max O Mo Yalorde: 0 Fachar
CElulas variaves,
| E Estimar |
Submeter as restricles: Opglies
J Adicionar
flkerar
Redefinir tuda
J Exxcluir
Aiuda

- Definir Célula de Destino, neste campo aloca-se a expressao matematica da funcao
objetivo;

- Logo abaixo temos 3 opg¢des, se o problema for de maximizagdo marque a op¢do Max,
caso seja de minimizagdo, marque a op¢ao min ou caso queria estipular um valor para a
func¢do objetivo marque a op¢ao valo de € depois insira o valor desejado no campo ao lado;

- No campo C¢élula de destino insira o valor das variaveis de decisao;

- E finalmente no ultimo campo insira a expressao matematica das restrigdes técnicas.



A E C D
! Variaveis de Decisiio
2 X1 2
3 X2 150672
4 X3 60
5 | Funedo Objetivo MAX L 10.5840 16
6 Restripdes Tecnicas
T Disponthilidade de horas no depatt Fabricacdo 1031155 <= 120
8 Dispontbilidade de horas no depart Montagem 15111702 <= 160
9 Dispontbiidade de horas no depart Embalagem 48 <= 48
10 Minimo a ser produzide de X1 0 == 20
11 Minimo a ser produzdo de X2 150671 == 120
12 Minimo a ser produzido de 33 60 >= 60

A janela abaixo mostra como devem ser inseridos os dados do problema.

Parametros do Solver

Definir célula de destino: |$E$5| i:| Resolkver
Tqual a: @ Max O oMo O Valor de E Fachar
CElulas variaveis:
|$B$2:$B$4 E Estimar
Subrneter as restricdes: Opries
$B$10 == $0$10 | adiionar
$B$11 »= 40411 —_—
$B4$12 == D412 Alkerar
$B47 <= D47 — Redefinir tudao
$B45 <= 4048 Excluir
§59 <= 439 [ | ] == Aiads

No campo Célula de Destino Inseria a Célula B5, pois foi nesta célula que inserimos a
expressao matematica da fun¢do objetivo.

- Como queremos maximizar o lucro, marque a op¢ao MAX.



- No campo C¢élulas varidveis, insira as Cé¢lulas B2;B3;B4, pois estas células estdo
contidas as variaveis de decisdo do problema, que ¢ maximizar X1,X2 e X3.

- No campo Submeter as restrigdes, basta seguir os passos acima, Inserindo as restrigdes
na janela abaixo, tomando cuidado para ndo inserir as restricoes com sinais trocados. No
campo referéncia de Célula, insira o modelo matematico da restricdo e no campo restricao

insira o termo independente da restri¢do ,ou seja, a disponibilidade.

Adicionar restricao

Referéncia de célula: Restricéa:

| X = || &

QK Cancelar | Adicionar | Aijuda

Depois de feito todos os processos descritos acima, obteremos o0s seguintes resultados.

A E C D
1 Variaveis de Decisiio
2 X1
3 X2
4 X3
5 Funcio Objetivo MAX L
6 Eestrigées Técnicas
7 Disponibilidade de horas no depart Fabticacio 103,1155 == 120
8 Disponibiidade de horas no depart Montagem 151,11702 == 160
9 Dispontbilidade de horas no depart Embalagem 48 <= 48
10 Minitno a ser produzido de X1 10 »= 20
11 Mitime a ser produndo de X2 250,671 == 120
12 Mimmeo a ser produndo de 25 60 >= 60

Solu¢do Otima: Produzir X1= 20, X2=250,672 ¢ X3= 60, Gerando um lucro maximo de
R$ 10.840,16 reais.



8 B | C | b | E | F | @

4 Ceélula de desting (Max)

Célula Nome Valor original  Valor final

$B85  Funcdo Ojetivo MAX L I 10540,16

Ceélulas apstavess

Celula Nowe Valor original  Valor final

fBg2 X I 20

fB§3 X2 I 250,672

fB§4 X3 I il

Restricies

Célula Nome Valor da celula ~ Formula Status  Transigencia

$B%7  Disponibilidads de horas no depart Fabticacio 1031155022 $B$7<=3D87  Sem agrupar 16,83449776

$B$%  Dispondbilidade de horas no depart Montagem  151,1170224 $B$8<=0D$8  Semagrupar 8 3820776

$B89  Disporibilidade de horas no depart Embalagem 4% $B30-=1D89  Agrupar I
$B$10 Minito a ser produzido de 1 20 $B10-=4D810 Agrupar I
$BSL1 Mindmo a ser produzido de 32 250,672 SRS ==D81! Semagrupar 130,672
$B$12 Minima a ser produzido de 33 60 $B$12:=30%12 Agrupar I

O Primeiro relatorio € o de resposta, onde nos mostra o valor da funcao objetivo
maximizada e o valor das varidveis de decisdo. Na ultima planilha contém o consumo de cada
restricdo, caso ha folga ou sobras, ou seja, a disponibilidade do recurso ndo foi totalmente
consumida. A coluna Transigéncia, mostra o valor das folgas de cada recurso, onde podemos
observar que o recurso, disponibilidade de horas no departamento de fabricagdo ndo foi
totalmente consumida sobrando 16,88 horas e no departamento de embalagem as hora foram
totalmente consumidas, logo podemos perceber que ha restricdo deste departamento impede

que o lucro da empresa seja superior ao atual, pois temos folga nas outras restri¢oes.



O segundo relatorio e o de sensibilidade.

. C D E ¥ G H

6 | Celulas astavess
] Fmal  Redumdo Objetivo  Permussivel Permussivel

8 Celula Nome Valor Custo  Coeficiente  Acrescimo  Decréscino
9 fBR2 X 2 (0 16 3992 1E+30
10 B3 X2 230 672 0 3l 1E+30 )
11 fBf4 3 Al 0 gl 10 1E+30

Esta janela nos mostra o valor da fung¢ao objetivo e valor das variaveis de decisdo. Na
coluna permissivel acréscimo, nos mostra que o maximo de variagdo que a variavel X1 do
coeficiente da funcdo objetivo pode variar, em outras palavras o nimero 3,992, demonstra que
0 maximo lucro unitario de X1, pode elevar no Méaximo 3,992 sem que alterar o valor final. O
coeficiente X2 da funcao objetivo pode ser reduzido no maximo para 5, ou seja, de 30 para
25, este seria 0 maximo de desconto que a empresa poderia oferecer para seu cliente, sem

alterar o valor final, ou seja, apresentando X2=250,672.



4 B C D |k F 4 i

12

13 Restrdes

4 Fmal  Sombra Restigdo  Permassivel Permissivel
15 Celula Nime Valor -~ Preqo Lateral RH Acréscmmo Decresemo
16 $BS7 Dipondishebomso bt Fbioe. G150 W s
17 IBIR Dipondlisdelonsoo bt Mo LUK VIR R v
B R Dimbbsbblmodmiiden 4 M Ol 16
19 $BS10 Moo serpodmit 31 L DoWgn [
20 $BS1T Mitwosserpoduib ) iy m |
21| B2 Wl sex prodhuzido de 3 a0 dl 63 JLTIRLG

2

A coluna preco de Sombra, mostra o preco dual, ou seja, quanto o lucro da empresaria
aumentaria se fosse adicionado uma unidade a mais de recursos para producao dos produtos.
Veja que se a disponibilidade de horas do departamento de embalagem fosse aumentada em 1
hora o lucro aumentaria em R$ 240,00 reais. Perceba que se fosse produzido uma unidade a
mais dos produtos X3 e X1, o lucro iria reduzir para R$ -3,9992 e R$ -10,00 respectivamente.

Nas colunas acréscimo e decréscimo, demonstram qual ¢ o valor maximo que as
restrigdes podem oscilar sem alterar o valor 6timo. Tomando como base as linhas de
disponibilidade de horas no departamento de fabricacdo e montagem, podemos perceber que
0s maximos que estas restrigdes podem reduzir Sdo: 16,88 horas e 8,88 horas, que sdo as

respectivas folgas.

E finalmente o ultimo relatorio e o de limite



4 B C D E F G H I I

7 Célula Nome Valor

8 IBES Fungio Objetve MAXL 10840,16

9

10

11 Ajustivel Inferior Destmo  Superior Destmo
12 Célula Nome Valor Linte Resultado  Limate Resultado
13 §Bf2 X1 20 20 1084016 200 10.840,16
14| §B§2 X2 230,672 120 692000 250672 1084016
15 §BS4 33 6l 60 10840,16 60 10.840,16

Este relatorio nos mostra qual seria a solugdo 6tima do problema caso o problema fosse
de minimizagdo e caso fosse de maximizagao.

Na coluna limite Inferior X1=20, X2=120 e X3=60, Apresentaria um lucro minimo de
R$ 6.920,00, caso o problema fosse de minimizagao. A coluna Superior limite mostra o valor
da solugdo 6tima caso o problema fosse de maximizagao, tendo X1=20, X2=250,672 ¢ X3=

60. Gerando um lucro maximo de R$ 10.840,16



