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Introducéo

Neste artigo, apresentaremos dois problemas relacionados a divisibilidade dos numeros
naturais com a soma dos seus antecessores € mais uma questdo de sequéncia por recorréncia ao qua
solucionaremos usando a somatdria.

As demonstracdes aqui apresentadas foram desenvolvidas durante o Curso “Resolugdo de

Problemas” do Programa de Mestrado Profissional em Matematica (ProfMat).

1.1  Demonstragdes de divisibilidade de uma somatoria

As afirmacdes abaixo foram desenvolvidas a partir da observacdo da somatoria dos termos
de uma Progressao Aritmética com razdo e primeiro termo igual 1.

Para facilitar os estudos, observe as somatorias a serem utilizadas neste artigo.

Yii=1

Y2i=1+2=3
3i=1+2+3=6

Y1i=1+2+3+4=10

(1+n).n _n*. n

Yri=1+2+--+(n-1)+n= -

Afirmacdo 1 - Todo ndmero impar maior ou igual a 1 dividi a somatoria dos seus antecessores
naturais.
Exemplo:

7|1+2+3+4+5+6=21

Como 7 | 21, temos que 7 é um caso particular valido.
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Solucéo:

Considere 0s nimeros impares, como 2q + 1, paratodo g >0, com g € N.

Dividiremos em duas partes nossa demonstracdo, a primeira com g = 0 e a segunda quando
q=>1,¥Vq€N.

e 12Parte:
Quando g = 0,temos2(0)+1|0—-1]0.

Obs: a soma dos antecessores naturais de 1 sera O.

o 22Parte:
Verificaremos se 2q + 1 | qui ,Vg>1,comq € N.
Como Ziqi éigual a1l + 2+ ..+ 2g, que por sua vez pode ser representada como a

somatdria de uma progressdo aritmética de razdo +1, coma; = 1 e a,, = 2q.

Sendo assim, 329 = % =(2q+1).q, Vg>1,comq € N.

Por fim, temos que 2q + 1| (2 +1).q ~2¢+1 | 3%,V ¢>1.
Logo, todo numero impar maior ou igual a 1 dividi a somatdria dos seus antecessores

naturais.

Afirmacdo 2 - Verifique se todo nimero par maior do que 1 dividi a diferenca da somatoria dos
Seus antecessores naturais com sua propria metade.

Exemplo:

6| (1+2+3+4+5) ~2=15-3=12

Como 6 | 12, temos que 6 é um caso particular valido.

Solucéo:
Considere 0s numeros pares, como 2q, paratodog > 1, Vq € N,

Verificaremos se 2q | (Z'fq_1 i) —%q ,Vg>1,comq €N.

Como qu‘li éigualal+ 2+ ..+ (29— 1), que por sua vez pode ser representada como a

somatdria de uma progressdo aritmética de razdo +1,coma, = 1ea, = 2q — 1.

2q-1; _ [1+@q-D]. 29-1) _2q. 29-1) _ (29 —1).q

Temos que, ;1" i > > Vg>1comq€N.

Sendo assim, (qu"li)f%q =(2q—1).q 727", =2q°—q—-q=2q(q—1),¥ g>1,para
todog € N..

Por fim, 2q |29 (q—1) = 2q | (X277 "i) _27‘1

Logo, todo nimero par maior do que 1 dividi a diferenga da somatdria dos seus antecessores

naturais com sua prépria metade



1.2 Somatdria em uma sequéncia por recorréncia

Com base na Sequéncia por recorréncia abaixo:

Ap = Ap_q + 230+ Y5i+...+ XV ti+ Yi,vn>2comn€N.Coma, = Y1i.

a) Determine 0s 5 primeiros termos dessa sequéncia.
b) Encontre o termo geral desta sequéncia, em funcdo apenas de n.
c) Encontre o soma dos n termos desta sequéncia, em funcéo apenas de n.

d) Determine a soma dos 4 primeiros termos desta sequéncia.

Solucéo da letra a:

a,=Yii=1

a, =a;+Y1i+Xii=1+1+3=5

Ay =a, +Y1i+Y2i+Y3i=+1+3+6=15

Qg =as+21i+Y2i+Y3i+ Y4i=15+1+3+6+10=35

Qs =a, +Y3i+Y2i+Y3i+ Y4i+ Y°i=35+1+3+6+10+15=70

Solucéo da letra b:

Nota-se que podemos representar a4, a,, as, a, € as, COMO:

a; = X1l

a, =(X1i)+Xii+Xii

az=(Xii+Xii+Xii)+Xii+Xii+ Xl
ay=(Z1i+X1i+Xii+ i+ XTi+XTi)+ i+ XTi+Xii+ Xii

as = (Xii+Xii+ X+ Xi+Xii+Xii+ Rii+X7i+ X3+ Yi)+Xii+Xii+Xii+

1i+ X3

Nota-se a existéncia de um padréo, vejamos:
a, =1Y11i

a, =2.Y1i +1.Y%i

a; =3.31i+2Y2i+1Y3i

a, =4y i +3X2i+2Y3i+1.Y%i

as = 5.3 i+4.Y2i+3Y3i+24i+1)5%i

Com isso,

a, =n.Yri+m—1).2%i+ - +2.371i+13Y%,, vi>2,comn €N,




Solucéo da letra c:

Com base na resolugédo do item b, temos:

a; =14

ay = 2.%10 + 1371

a; = 3.¥X1i+2Y3i+1Y3i

a, = 4Y i+3X2i+2Y3i+1Y%i

as = 5.3 i+4Y2i+3)3i+2)Y%i+1.Y3i

a, =n.Yri+(m—1).2%2i+ - +2.Y71i+1Y%, Vvn>2,comné€N.

Somandoa, +a, +as+- +ta,_4+ta,, Vn>2,comné€N.
a, =1Y1i+

a, = 2310 +1.Y%i+

a; = 3.3 i+2.Y2i+1Y3i+

a, = 4Y1i+3X2i+2)3i+1Y7i+

as = 5.3 i+432i+333i+2y4i+1.Y3i+

a, =n.Yri+(m—1).2%i+ - +2.371i+1Y%, Vvn>2comn€N.

Colocando em evidéncia Y1 i, Y24, -+, Y07 1i, 37, temos

Sy, =(A+2++n).Yli+@+2++n—-1D.2%i+ -+ (14 2).371i + (1).X7i, para
todon >2,comn € N.

Por fim temos a somatoria,

Sy =iy i+ Yl Y2+ + Y230+ YY1 vu>2 comn €N,

Solucéo da letra d:

Sp=X1i.Xpi+ XN i+ TR Nl X
Sy=210.X1i+ X1 X i+ XTI+ XXt
$,=101+63+36+1.10=(10+18+ 18+ 10) =56
Também podemos resolver da seguinte forma:

Sy =a,ta,taz;+a,

$,=1+5+15+35=56



Atividades Extras
e) Determine a soma dos 5 primeiros termos.
f) Conjecture uma nova somatoria de n termos, quando n for par, quando » > 2, comn € N.

g) Conjecture uma nova somatoria de n termos, quando n for um namero impar, com » > 3, com
n € N.
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