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RESUMO

Neste trabalho é feito um estudo sobre os números primos, citando alguns dos problemas sem soluções deste tópico, teoremas e resultados importantes a eles relacionados. Com o intuito de enfatizar os rigores matemáticos, muitas vezes deixados de lado.
INTRODUÇÃO
Ao estudarmos os números primos nos anos iniciais da educação básica, na maioria das vezes, somos apresentados a esse Tópico da Matemática por sua definição: Um número inteiro n, maior do que um, cujos os únicos divisores positivos são o próprio n e a unidade é chamado de número primo. Se o inteiro n maior do que um não é primo, diremos que ele é composto. 
Questões envolvendo os números primos surgiram na Matemática, desde o tempo de Pitágoras, passando por Euclides e chegando aos nossos dias com muitas perguntas que ainda não foram respondidas (conjecturas).
Segundo [BOYER, 1996], durante parte da história, grandes matemáticos, como Euclides de Alexandria (360 a.C. - 295 a.C.), Pierre de Fermat (1601 - 1665), Leonhard Euler (1707 - 1783), Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855) e Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 - 1866), entre outros, desenvolveram pesquisas envolvendo teorias dos números, particularmente os números primos. E seus trabalhos acabaram por estruturar esse ramo da matemática e por influenciar várias outras áreas, como por exemplo, a matemática computacional.

Serão discutidos alguns teoremas que envolvem os números primos, como a infinitude dos números primos, o Pequeno teorema de Fermat e os testes de primalidade como o Crivo de Erastóstenes, teorema de Wilson entre outros. Apresentaremos também quatro conjecturas sobre números primos. 

Teoremas e Testes XE "CAPÍTULO 2 - Números primos\: Teoremas e Testes" 
Existem vários resultados acerca dos números primos que tem fundamental importância no desenvolvimento da Teoria dos Números. Neste artigo mostraremos alguns desses resultados.
1. A infinitude dos números primo
Teorema 1: Existem infinitos números primos. 
Antes de demonstrarmos a infinitude dos números primos, apresentaremos um lema.

Lema 1: O menor divisor inteiro positivo de um número natura maior do que 1 é um número primo. 

Demonstração: Sejam[image: image2.png]NEN



, N > 1 e [image: image4.png]A=MmENmn=>1entNH4



. Temos 

[image: image6.png]A+ 0



, pois [image: image8.png]N € A.




Pelo Principio da Boa Ordenação, o conjunto A possui um menor elemento p. O número p é um número primo, caso contraio p = ab, onde b > a> 1,dai [image: image10.png]


, logo[image: image12.png]alN



, contrariando o fato de que p é o elemento de A.
Demonstração1(Euclides): Suponhamos que exista um número finito de números primos, a saber, [image: image14.png]


. Consideremos agora o número [image: image16.png]


. Como N > 1, existe um primo p que divide N, portanto [image: image18.png]


 para algum i, dai [image: image20.png]DIN = Dy DD Dy + 1



, logo p divide 1 que é um absurdo.
Outra demonstração da infinitude dos números primos foi feita por Christian Goldbach (1690 - 1764) em uma carta escrita para Euler. Em sua demonstração Goldbach apresenta uma sequência infinita [image: image22.png]Ay <Ay < Qg <



 de números naturais, sendo eles dois a dois primos entre si (ou seja, o MDC de dois números quaisquer dessa sequencia é igual a um). 

Para esta demonstração, apresentaremos, antes, dois lemas a respeito dos números de Fermat.

Um número de Fermat é um número inteiro positivo na forma: [image: image24.png]F,=2""4+1



, sendo n um número inteiro positivo.

Lema 2:Se [image: image26.png]


 é o m-ésimo (m ≥ 1) número de Fermat, então [image: image28.png]


.
Demonstração: Se [image: image30.png]


 é um número de Fermat, então [image: image32.png]F,, =23"4+1



. Logo,
[image: image33.png]Fp—2

oFy wFm_g ©23" —1=(22"+1)(2*" +1)..(22" " +1).




Usaremos indução sobre m.


Demonstraremos que:

[image: image34.png]22" +1)(2** +1)...(227" +1)




i) A igualdade é válida para m = 1, pois[image: image36.png]27' —1=23"4+1



.
ii) Supondo que a igualdade é válida para m, iremos mostrar a validade para m+1> 1. Multiplicando os dois membros da expressão, 
[image: image38.png]22" +1)(2** +1)...(227" +1)



 por [image: image40.png]23™ 4 1,



temos:
[image: image41.png]FoFy . Fm =2 +1)2*" +1). (2™ + 1)2*" +1)= (2" -1)(2*" +1)=2""" - 1=F,., - 2




Logo, a igualdade é válido para todo [image: image43.png]me N.




Lema 3: Os números de Fermat [image: image45.png]F,=2""4+1



 (para n ≥ 0) são, dois a dois primos entre si.
Demonstração: Pelo Lema 1, [image: image47.png]


. Se [image: image49.png]neN



, n < m, [image: image51.png]


 divide [image: image53.png]


. Se tivéssemos um número p primo que dividisse [image: image55.png]


 e [image: image57.png]


, então p dividiria [image: image59.png]


, portanto dividiria o 2, mas como p é primo, p = 2, que é um absurdo, já que todos os números de Fermat são ímpares.
Considerando o Lema2, apresentaremos outra demonstração do Teorema 1.
Demonstração 2: Seja [image: image61.png]


 o menor divisor positivo de [image: image63.png]


; i = 0, 1, 2, ... . Então a sequência [image: image65.png]DorPysD3 coesDyy wee



 é formada por primos e é infinita, uma vez que [image: image67.png]


 são primos entre si, logo existem infinitos primos.
Outra demonstração interessante a respeito da infinidade dos números primos é que existem infinitos números primos da forma 6k+5.
Para a demonstração vamos usar a seguinte proposição e o teorema.

Proposição 1: Se a, b, c, m e n são inteiros, [image: image69.png]cla



 e [image: image71.png]clb



então [image: image73.png]clma + nb)



.

Demonstração: Se [image: image75.png]claeclb



 então [image: image77.png]


 e [image: image79.png]


. Multiplicando as duas equações por m e n respectivamente teremos [image: image81.png]


 e [image: image83.png]


. Somando as duas equações membro a membro obtemos [image: image85.png]ma + nb = ((mk], +nk,)c



, o que nos diz que [image: image87.png]cltma + nb).




Demonstração 3 (do teorema 1): Quando dividimos um número qualquer por 6, temos os possíveis restos: 0,1,2,3,4,5; ou seja, podemos escrever um inteiro da seguinte forma: 6k, 6k+1, 6k+2, 6k+3, 6k+4, 6k+5. 

Se p é primo e diferente de 3, então p é da forma 6k+1 ou 6k+5. Vamos supor que exista uma quantidade finita de números primos da forma 6k+5, então [image: image89.png]


 números primos, considere [image: image91.png]P=6p, .p.+5



, pela proposição 1, temos que P não é divisível por nenhum [image: image93.png]


, para todo [image: image95.png]


, pois se [image: image97.png]


 então  [image: image99.png]


, que é um absurdo, pois [image: image101.png]


 teria que dividir 5. Portanto, P é primo e não se tem mais nada a provar ou P possui algum fator primo da forma 6k+5, pois se todos os fatores de p fossem da forma 6k+1 implicaria que o produto dos fatores continuaria 6k+1, que é uma contradição pela hipótese de P.
2. Teorema Fundamental da Aritmética
Esse teorema, um dos mais importantes da Teoria dos Números é encontrado nos Elementos de Euclides.
Teorema 2: (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo número natural maior do que 1ou é primo ou se escreve de modo único (exceto pela ordem dos fatores) como um produto de números primos.
Demonstração: Seja n [image: image103.png]eN



, se n for primo não há nada a ser demonstrado. Suponhamos que n seja composto. Tomemos [image: image105.png]


 ([image: image107.png]


> 1) o menor divisor positivo de n; [image: image109.png]


 é primo, logo [image: image111.png]n=p,.n,



.
Se [image: image113.png]


 for primo à demonstração estará completa. Se não, tomemos [image: image115.png]


como o menor fator inteiro positivo de[image: image117.png]


. Então[image: image119.png]


 é primo, logo n = [image: image121.png]


.[image: image123.png]


.[image: image125.png]


.
Aplicando o processo acima um número finito de vezes, obtemos n como o produto de primos. Como não necessariamente todos os fatores serão distintos, podemos ter fatores repetidos.
Para mostrar a unicidade, usaremos indução sobre n. Para n = 2 essa afirmação é verdadeira. 
Agora suponha que para todos os números inteiros maiores que 1 e menores que n seja verdadeira a unicidade. Vamos provar que ela é verdadeira para n. 
Se n for primo, já está provado. 
Suponha, então, que n é composto, e que tenha duas formas de fatoração, ou seja, [image: image127.png]N=PyVs Dy = QyG G



.
Vamos mostra que r = s e que [image: image129.png]


. Como [image: image131.png]


 divide n, então divide [image: image133.png]Gy-Gz Qs



, e como todos [image: image135.png]


 são primos, [image: image137.png]


 divide algum [image: image139.png]


. 
Sem perda de generalidade podemos dizer que [image: image141.png]


. Como os dois números são primos, temos que [image: image143.png]


. Portanto [image: image145.png]n
- =P3Pr =205



. Temos que 1 <[image: image147.png]


< n, pela hipótese de indução as duas fatorações são idênticas, logo, s = r, portanto cada termo [image: image149.png]


 é igual a [image: image151.png]


.

3. Pequeno Teorema de Fermat
Apresentaremos a demonstração do pequeno teorema de Fermat. Antes demonstraremos um lema.

Lema 4: Se p um número primo, os números [image: image153.png]


, onde 0 < i < p, todos divisíveis por p.
Demonstração: Para a demonstração, basta usar a definição [image: image155.png]


.
[image: image157.png]\__ Pt _p@-0P-2)--i-)p-0_, @-)@P-2)-P-i-1)_;
&) o AN =p- Zz? =t l)’”(’i)):”'(p")(P’Z)"(p’i")




. Portanto [image: image159.png]ol ()



, com [image: image161.png]1<i<p-1



.

Temos que se [image: image163.png]ol ()



, então [image: image165.png]


 ou [image: image167.png]


, já que p é um número primo. [image: image169.png]


, implica que [image: image171.png]


 para algum j, onde [image: image173.png]


, o que não acontece. Portanto p divide [image: image175.png]


.
Teorema 3: (Pequeno teorema de Fermat): Se p é um número primo, então  p divide o número [image: image177.png]a? —a



, para todo número natural a.

Demonstração: Usaremos indução sobre a. 
i. Para a = 1 o resultado é valido.
ii. Supondo que o resultado é válido para a, vamos mostrar que também é válido para a + 1. Usando o desenvolvimento do binômio de newton,
[image: image178.png]@+1P-@+D=a? —a+E)arr++(,7 )a




Pelo Lema 3 e pela hipótese de indução, o segundo membro da igualdade acima é divisível por p, logo o teorema é válido para todo [image: image180.png]aeN



. Por tanto [image: image182.png]aP




, que é outra forma de apresentar o Pequeno teorema de Fermat.

4. Crivo de Erastóstenes
O crivo de Erastóstenes, é um método eficaz para determinar quais números são primos dentro de um intervalo de 1 ate n, onde n é um número inteiro positivo. O próximo Teorema nos diz que para determinarmos todos os primos de intervalo de 1 ate n basta marcar (crivar) os múltiplos dos primos menores que [image: image184.png]



Teorema 4: Se n não é primo, então n possui, necessariamente, um fator primo menor que ou igual a [image: image186.png]



Demonstração: Se n é composto então [image: image188.png]n=mn,.n,



 onde [image: image190.png]l<n,<n,<n



. Portanto [image: image192.png]


 tem que ser menor ou igual a [image: image194.png]


, caso contrario, [image: image196.png]


. Portanto, pelo teorema fundamental da aritmética, [image: image198.png]


 possui algum fator primo p que deve ser menor ou igual a [image: image200.png]


. Logo se p divide [image: image202.png]


, então divide n.
5. A distribuição dos números primo
Saber a localização exata dos números primos, ou descobrir uma fórmula que os determine, foi o objetivo de muitos matemáticos ao longo da história, estando entre eles o matemático alemão Johann Carl Friedrich Gauss. Porém, em vez de somente tentar localizar os números, ele começou a pensar em quantos primos existiam em um dado intervalo de números. Acredita-se que esse interesse surgiu após ele se deparar com um livro de logaritmo que continha, na contracapa, um tabela de números primos, onde ele percebeu uma possível regularidade nos intervalos de um primo para outro. BOYER [p 372].
Gauss estudou uma função, que posteriormente foi denotada de [image: image204.png](x)



, definida como a quantidade de primos p, com p ≤ x. Assim, para x = 10, temos que [image: image206.png]


; para x = 20, temos que [image: image208.png]


; e para x = 100, [image: image210.png]7(100)




 (Veja Crivo de Erastóstenes, figura 1, capítulo 1). Assim [image: image212.png]


, é a probabilidade de um elemento do conjunto {1,2,3,...,x} ser primo.
Usando métodos computacionais é possível construir uma tabela que analise o comportamento dessa proporção, observe a tabela 1.
	X
	[image: image213.png](x)




	[image: image214.png]700





	10
100
1.000
10.000
100.000
1.000.000
10.000.000
100.000.000
1.000.000.000
10.000.000.000

	4
25
168
1.229
9.592
78.498
664.579
5.761.455
50.847.534
455.052.511

	2,5
4,0
6,0
8,1
10,4
12,7
15,0
17,4
19,7
22,0




Tabela 1: proporção de primos até x

Uma tabela dessas foi desenvolvida por Gauss, mas em menor proporção, devida a dificuldade de trabalhar com números muito grandes. Foi percebido que na medida em que se multiplicava um número por dez, à proporção de primos era adicionado aproximadamente o valor de 2,3. Então, Gauss buscou trabalhar com uma função muito conhecida e fácil que transformasse multiplicação em soma, a função logarítmica. Logo, pensou em uma base a de modo que:
[image: image216.png]X g 1
= gt e =



 Observando seus dados, concluiu que essa base poderia ser o número e, logo: [image: image218.png]



[image: image1.png]NEN



Na figura 2, observamos um gráfico das duas funções e vemos que existe uma real semelhança no comportamento das duas funções no intervalo dado, embora exista diferença em relação à continuidade. Observa-se que, na estimativa feita por Gauss, na medida em que os valores aumentam, a curva da função [image: image220.png]


 vai ficando bem abaixo da função [image: image222.png](x)



.
Figura 2: Gráfico conjunto de π(x) e x/lnx.

O matemático francês Jacques Hadamard (1865 – 1963) e o belga C. J. de la Vallé-Poussin (1866 – 1962), aproximadamente 1896, provaram que as curvas das funções [image: image224.png](x)



 e [image: image226.png]


 são assintoticamente iguais, ou seja:
[image: image227.png]



Este importante resultado ficou conhecido como Teorema dos Números Primos, que não será demonstrado neste trabalho devido a sua complexidade, mas se encontra no apêndice do livro Teoria dos números: um passeio com primos e outros números familiares pelo mundo inteiro do autor Fábio Brochero Martinez. A distribuição dos primos é discutida em detalhes nos livros Hardy e Wright 1994, Cap. XXII e Ingham 1932.
6. Teste de primalidade
Atualmente existem mais de uma centena de testes de primalidade, cada um deles com uma fundamentação teórica diferente. Um destes testes é o chamado “Teorema de Wilson”. Esse teorema foi atribuído a John Wilson (1741 – 1793), mas foi provado, pela primeira vez pelo matemático italiano J. L. Lagrange (1736 – 1813).
Teorema 5: (Teorema de Wilson) p é primo se, e somente se, 
[image: image228.png]»-1)




Antes de demonstrarmos este teorema, apresentaremos uma proposição.
Proposição 2: Seja p > 2 um primo e seja 2 ≤ a ≤ (p−2). Então existe um único b  [image: image230.png]


 {2, . . . , p−2} tal que [image: image232.png]ab=1modp



. Além disso, a ≠ b.

Demonstração: A congruência [image: image234.png]ax

1modp



 possui uma única solução [image: image236.png]x=be{l,2,




. Necessariamente b ≠ 1 e b ≠ p – 1, pois [image: image238.png]azlmodp



. Portanto 2 ≤ b ≤ p – 2.

Agora vamos demonstrar o Teorema de Wilson.  

Demonstração: Escrevemos o conjunto {2, 3,..., p – 2} sob os aspectos da proposição 2:  Para todo [image: image240.png]a € {:




 existe um único [image: image242.png]be{:




 com [image: image244.png]ab=1modp



 e a ≠ b. podemos reordenar o conjunto  {2, 3,..., p – 2} = {[image: image246.png]a,1,b,1,a,2,b,2, ...a,((® — 3)/2), b,((x — 3)/2)}



, onde[image: image248.png]


. Portanto [image: image250.png]@-1'=12..0 -2 -1)=1.@:b,)azbs) - (a, )@ -1D=1111..1.¢ - 1) = @ - Dmod p.





Decorre do Teorema de Wilson, em que p é primo se, e somente se, [image: image252.png]w—-1)+1=0modp



, pois:

[image: image253.png]



7. Teste de Lucas-Lehmer

Outro teste, que é considerado um dos mais eficientes, segundo o Great Internet Mersenne Prime Search (GIMPS) (projeto que busca encontra o maior número primo), é o chamado “teste de Lucas-Lehmer”. Elaborado originalmente pelo matemático francês Édouard Lucas (1842 – 1891) que foi o criador do jogo matemático “Torre de Hanoi” e melhorado pelo matemático americano D. H. Lehmer (1905 -1991).
Antes de apresentarmos o teste de Lucas-Lehmer, precisamos definir o que é o número de Mersenne.
Um número da forma [image: image255.png]


,  sendo q um número primo é chamado de número de Mersenne.

Outro fator importante para apresentarmos esse teste, é obtermos uma sequência de inteiros positivos [image: image257.png]S50:54.52, e



, definida recursivamente por[image: image259.png]


e [image: image261.png]



Mostraremos, em primeiro lugar, que os inteiros dessa sequência podem ser escritos como potências de números irracionais.
Seja [image: image263.png]


 e [image: image265.png]


. Vamos mostrar essa recorrência por indução em n que [image: image267.png]


.
i. Para n = 0 o resultado é verdadeiro, pois [image: image269.png]W+




ii. Supondo que para n – 1, seja verdade, vamos provar para n.
[image: image270.png]



Elevando os dois membros ao quadrado, temos
[image: image271.png](@ + 3> )




[image: image273.png]


.
Como [image: image275.png]


, temos que
[image: image277.png]


. (por definição)
Teste de Lucas-Lehmer: Seja p um primo positivo. O número de Mersenne M(p) é primo se, e somente se, [image: image279.png]


.
A demonstração desse teste não será apresentada neste trabalho, mas essa demonstração pode ser encontrada em [Bressoud 1989, Teorema 11.10, p. 175]. Contudo, iremos exemplificar o teste de Lucas.
Ex: Vamos testar a primalidade do número de Mersenne [image: image281.png]


.
Temos, [image: image283.png]


, portanto [image: image285.png]


, logo [image: image287.png]


 é primo.
Embora esse teste seja um pouco mais difícil de provar, ele é muito fácil de implementar e de usar. Como foi dito no inicio desta seção, esse teste é a base para o cálculo dos primos de Mersenne da GIMPS. Esse projeto não produz nenhum avanço conceitual em termos de números primos e em relação à teoria dos números, é uma mera curiosidade. Permite, porém, uma visão ampla sobre a distribuição dos números primos em termos dimensionais. Já para a computação algébrica é um avanço considerável, em termos conceituais e técnicos, com a utilização de computação distribuída, criando e desenvolvendo novas técnicas.
 Para obter os programas do GIMPS, basta visitar o site (http://www.mersenne.org/) que oferece programas de graça (com código fonte) de modo que qualquer pessoa pode se juntar à busca por primos de Mersenne gigantescos.  
CONJECTURAS XE "CAPÍTULO 3 - Números primos\: Conjecturas" 
Não podemos encerra essa parte do estudo dos números primos (estudo das definições, teorias e formalização do conteúdo) sem tentar explicar o que a faz tão interessante que Gauss a chama de ‘rainha da matemática’. A história mostrou muitas teorias acerca dos Números Primos, muitos deles, como vimos anteriormente, de fundamental importância para o desenvolvimento da Teoria dos Números. Outras teorias que foram apresentadas não puderam ser demonstradas, ou seja, não se sabe se são verdadeiras ou não. Para essas teorias chamamos de Conjecturas. Uma conjectura matemática é uma proposição que muitos matemáticos acham que deve ser verdadeira, porém, ainda não conseguiram prová-la. 
Apresentaremos quatro conjecturas matemáticas cujos enunciados são extremamente simples.

(1) Conjetura de Goldbach: todo número inteiro par maior que 2 é a soma de dois primos;
(2) Conjectura de Catalan: não existem dois inteiros consecutivos, além de 8 e 9, que são  potências de inteiros;

(3) Conjectura dos primos gêmeos: existem infinitos primos p para os quais [image: image289.png]


 também é primo;

(4) Números de Fermat: todo número na forma [image: image291.png]F,=2""4+1



 são números primos.

1. Conjetura de Goldbach
A Conjectura de Goldbach diz que todo número inteiro par maior que 2 é igual a soma de dois números primos. Vários matemáticos já verificaram milhares de somas tento essa hipótese verdadeira. Mas para que a conjectura vire um teorema é preciso que encontre uma prova que assegure que para qualquer número par pode ser escrito como soma de dois primos. A proposição é muito simples, mas, até hoje, ninguém conseguiu demonstrá-la.

Christian Goldbach nasceu em 1690 na cidade de Königsberg, na Prússia e viveu até 1764. Goldbach era membro da Academia Imperial de São Petersburgo, onde atuou como professor de matemática e história. Foi ministro do Exterior na Rússia, em 1742. 

Em matemática, estudou teoria dos números, teoria das curvas, séries infinitas e integração de equações diferenciais. Sua contribuição mais famosa foi exatamente a conjectura de Goldbach, que foi proposta em uma carta que escreveu a outro matemático, Leonhard Euler.

Muito matemáticos apresentaram tentativas de se demonstrar essa conjectura. Iremos apresentar uma dessas tentativas e mostrar os erros ocorridos nesta demonstração.

“Demonstração: Vimos que,[image: image293.png]an, =2n+ 2



, [image: image295.png]nEN



 representa todos os números pares maiores que 2. 

[image: image297.png]nm+1+m+Mn+1-m.



 Comm < n+ 1, m par.(1)
 Note que n + 1 é impar ..(2). Pois não nos interessa saber o resultado quando n + 1 é par. Isso quer dizer que existe [image: image299.png]meEN



tal que [image: image301.png]m+1+m)



e [image: image303.png]m+1-m)



são primos (VIDE PROVA ABAIXO), o que encerra a demonstração. 

 PROPOSIÇÃO: Seja x um número composto impar. Então, existe, [image: image305.png]kENk



 par, tal que (x + k) e (x – k) são primos.  

DEMONSTRAÇÃO: Sabemos que[image: image307.png]


.Não será diferente com os números (x + k) e (x – k). Então, temos: 
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Logo, (x + k) e (x – k) são primos entre si. Mas eles são impares; então, temos o caso particular de serem primos ambos, quer dizer, existe k tal que (x + k) e (x – k) são primos”.

Observe que inicialmente, em (1), o autor da demonstração apenas cita que m é par não explicitando a que conjunto m pertence, mais ainda quando n = 1, temos n + 1 = 2 e como m < n + 1e m par deveríamos ter um número par menor que 2. 

 No início da demonstração o n é tomado como qualquer [image: image312.png]nEN



, em (2), utiliza apenas a hipótese de que (n + 1) é impar, mas isso implica n ser sempre par, assim na demonstração apresentada estão excluídos os números pares da forma 2n + 2, com n ímpar. 

 Notemos que em (3), é tomado que [image: image314.png]mmc(x + k.x — k)

+ k)& —k)



, porém isso só ocorre quando esses números são primos entre si, o que é algo que deve ser mostrado. 

Contudo fica evidente que existem erros de lógica matemática nesta demonstração, o que a torna inválida. 

Goldbach propôs ainda outra conjectura, A conjectura fraca de Goldbach:
Todo número ímpar maior que 7 pode ser expresso como soma de três números primos ímpares.
Esta conjectura recebe o nome de "fraca", pois a conjectura de Goldbach que citamos acima, se demonstrada, demonstraria automaticamente a conjectura fraca de Goldbach. Isto porque se cada número par maior ou igual a 4 é a soma de dois primos, é só somarmos 3 aos números pares maiores ou iguais a 4 para produzir os números ímpares maiores que 7.

Esta conjectura ainda não foi demonstrada, mas se têm conseguido avanços importantes. Em 1923, Godfrey Harold Hardy e John Edensor Littlewood mostraram que, assumindo a Hipótese generalizada de Riemann, a conjectura fraca de Goldbach é verdadeira para todos números ímpares suficientemente grandes. Em 1937, o matemático Ivan Matvéyevich Vinogradov eliminou a dependência da hipótese de Riemann e provou diretamente que todos os números impares suficientemente grandes podem ser expressos como a soma de três primos.

Atualmente, com o auxilio de computadores alguns matemáticos tentam verificar a veracidade da Conjectura de Goldbach para todos os números até 10²³. Com a tecnologia atual a previsão para terminar a verificação é de 20 anos.

2. Conjectura de Catalan

A Conjectura de Catalan diz que não existem dois inteiros consecutivos, além de 8 e 9, que são  potências (de inteiros), ou seja, a equação [image: image316.png]


, onde a e b são números inteiros maiores ou iguais a 2 e x e y inteiros positivos, possuem somente uma solução. Proposta em 1844 pelo matemático belga Eugène Charles Catalan (1814 – 1894). 

Considere a sequência a seguir:

4, 8, 9, 16, 25, 27, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 125, 128, . . . .

Catalan percebeu que nesta sequência de números inteiros maiores que 1, com quadrados, cubos e potências perfeitas, os únicos números consecutivos são o 8 = 23 e 9 = 32. As primeiras perguntas sugeridas foram: Existem outros pares de inteiros nesta sequência? Quantos? Finitos? Infinitos?

A conjectura afirma que 23 e 32  é o único par de potências consecutivas. Ou seja, que a única solução para os números naturais de

xa – yb = 1, para x, a, y, b> 1 é x = 3, a = 2, y = 2, b = 3.
Essa conjectura que por 153 anos permaneceu sem solução desafiando os melhores matemáticos, sendo demonstrado em abril de 2002 pelo matemático romeno Preda V. Mihailescu (nascido em 23 de maio de 1955) e publicado no Jornal de Crelle em 2004. Por tanto a conjectura teve que mudar de nome, passando a ser conhecida por Teorema de Mihailescu.

3. Conjectura dos primos gêmeos
A conjectura dos primos gêmeos diz que existem infinitos primos p para os quais [image: image318.png]


 também é primo, ou seja, x – y = 2, onde x e y são primos gêmeos. Por exemplo: 3 e 5, 5 e 7, 11 e 13, 17 e 19, 29 e 31, ... . 

Essa conjectura poderia ser provada através de uma fórmula que baseia-se no principio de que todo par maior que dois é a soma de dois primos (conjectura de Goldbach)

Considerando um número real, par, representado por 2x baseando-se na fórmula tem-se que [image: image320.png]2X =Dy + P2



 onde [image: image322.png]


 e [image: image324.png]


 representam números primos quaisquer. Da fórmula temos que [image: image326.png]X+xX=1 +0s



, reorganizando a equação temos que [image: image328.png]


.

Digamos que seja um número inteiro par igual a 12, para determinarmos outros números primos gêmeos, através dele teríamos que usar um primo gêmeo já conhecido como, por exemplo, o número 5, na formula ficaria da seguinte forma: [image: image330.png]


 ou [image: image332.png]


obtendo como 7 um outro primo gêmeo.

Recentemente essa conjectura também teve que mudar de conjectura para teorema, pois a pesquisa de Yitang Zhang, chinês da Universidade de Hampshire, provou que os números primos gêmeos são infinitos, como postulava a teoria de 1849 do francês Alphonse de Polignac.

4. Números de Fermat

Como vimos anteriormente número de Fermat é um número inteiro positivo na forma: [image: image334.png]F,
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Fermat lançou a conjectura, em uma carta escrita para Mersenne, que esses números eram primos. Mais tarde Leonard Euler provou que não era assim; para n = 5 obtinha-se um número composto:
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.

Até hoje só são conhecidos cinco números primos de Fermat, e não se sabe se há mais ou não.
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Os números de Fermat de ordem 5 até 32, bem como, números enormes como [image: image343.png]F>2509



 e[image: image345.png]Fraa74



 são comprovadamente compostos.

Algumas questões acerca dos números de Fermat continuam sem demonstrações, como:

· Serão infinitos os números primos de Fermat?

· Se são finitos, quanto serão?

· Se são infinitos, serão os números compostos finitos?

Muitos matemáticos ainda tentam provar essas conjecturas, com isso algumas propriedades foram desenvolvidas acerca dos números de Fermat:

· Todo número de Fermat composto  pode ser decomposto em fatores primos na forma[image: image347.png]k.2t 4



, com k inteiro positivo;
· Apresentamos no Capítulo 2 que dois números de Fermat distintos são primos entre si;
· Se [image: image349.png]


 é um número primo, então o polígono regular de [image: image351.png]


 lados pode ser construído com régua e compasso;
· Um número de Fermat é igual ao produto de todos os anteriores mais 2.

Vamos mostrar esta propriedade por indução: 

Vale para [image: image353.png]


, pois [image: image355.png]


. 

Agora, se ele vale para [image: image357.png]


, então ele vale para[image: image359.png]


:
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.

Os números de Fermat ainda despertam muito interesse a vários matemáticos por varias razões. O “pedigree” destes números é uma delas. Eles têm uma longa história, e muitos matemáticos importantes já trabalharam no problema. Além disto, são uma boa fonte de exemplos de números grandes e difíceis de fatorar, ótimo para testar um novo algoritmo de fatoração.

CONSIDERAÇÕES FINAIS XE "CONCLUSÃO" 
Esta pesquisa objetivou fazer uma revisão bibliográfica dos números primos a partir Matemática teórica, como a infinitude dos números primos, que nos permite buscar esses números muito grandes. Nos permitiu assegurar o rigor matemático necessário para o desenvolvimento de outras áreas.     

Acreditando ser possível e necessária à diminuição da distância entre o aluno e a matemática, observamos a importância da exploração de várias  metodologias que auxiliem no ensino da matemática. A história dos números primos e criptografia podem ajudar os alunos na sua concentração e compreensão da definição do assunto, mas nunca podemos deixar de lado o rigor  e a beleza dos teoremas matemáticos.
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