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ESTUDO ELEMENTAR DA TEORIA DOS GRAFOS E PROPOSTAS DE APLICAÇÃO NO ENSINO MÉDIO

Ridson Pedro da Silva Santana

RESUMO

O presente estudo tem por finalidade mostrar como iniciou a teoria dos grafos, a sua história e importância em algumas áreas da ciência, bem como as suas aplicações em nosso cotidiano juntamente com as suas representações em matrizes. Para isso, será necessário abordar alguns conteúdos a respeito de matrizes bem como algumas de suas representações.

É de extrema importância apresentar propostas docentes de aplicação na sala de aula para a teoria dos grafos, visando que os estudantes além de assimilar os conteúdos abordados, possam desenvolver habilidades de aplicação e lógica, em problemas de cunho prático, buscando um conteúdo atual e que estimule a continuidade dos estudos a respeito desta teoria e a sua aplicação no cotidiano do aluno.
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1. INTRODUÇÃO

Muitas situações em nosso cotidiano podem ser interpretadas através de um diagrama contendo pontos interligados entre si, como por exemplo uma árvore genealógica, um esquema de ligações entre centros de comunicação. Tais conceitos, quando tentamos generalizá-los e transformamos essas situações em abstração, estamos dando lugar ao conceito de grafo. É de extrema importância que esse tema, que tem sido objeto de estudo por diversos pesquisadores, esteja cada vez mais presente na sala de aula, principalmente no Ensino Médio.

A aplicação desse tema na sala de aula ainda é algo raro em turmas do Ensino Médio. Os PCN não contemplam os assuntos referente a teoria dos grafos com sua devida propriedade; o que torna ainda mais difícil para nós professores abordarmos esse conteúdo, mas podemos inserir o conteúdo dos grafos em outras áreas da matemática, visando assim, uma interdisciplinariedade com outras áreas da ciência e buscando estimular nos alunos a aplicação do conteúdo abordado em seu cotidiano.

Segundo os PCN’s,

O aprendizado das Ciências, da Matemática e suas Tecnologias pode ser conduzido de forma a estimular a efetiva participação e responsabilidade social dos alunos, discutindo possíveis ações na realidade em que vivem, desde a difusão de conhecimento a ações de controle ambiental ou intervenções significativas no bairro ou localidade, de forma a que os alunos se sintam de fato detentores de um saber significativo.

Assim como outras áreas da matemática, é importante que busquemos uma aplicação literal do conteúdo, onde o aluno possa além de ver, entender a necessidade daquele estudo. Neste presente estudo, será apresentado uma proposta de aplicação desse tema no Ensino Médio, visando uma abordagem mais ampla e que possa inserir de fato os conceitos e aplicações na realidade do aluno.

2. OBJETIVOS

2.1 OBJETIVO GERAL

O objetivo deste presente trabalho é mostrar uma sucinta introdução à Teoria dos Grafos, como essa teoria se desenvolveu, sua praticabilidade e conceitos fundamentais para o seu estudo. Aplicar o estudo dos grafos juntamente com outras disciplinas nas turmas do Ensino Médio, desenvolvendo o raciocínio lógico e trazendo questões nas quais o aluno possa vivenciar na prática o que foi visto na sala de aula.

2.2 OBJETIVOS ESPECÍFICOS

Abordar os conceitos fundamentais da Teoria dos Grafos, juntamente com o problema das sete pontes de Konigsberg e como Leonard Euler pensou a respeito do problema para desenvolver a sua resolução, dando início aos estudos dos grafos.

Demonstrar o Algoritmo de Dijkstra, e como pode ser aplicado ao nosso cotidiano em questões envolvendo o cálculo de menor custo.

Apresentar propostas de prática docente priorizando uma abordagem literal do tema da teoria dos grafos de forma que possa ser apresentado juntamente com outras disciplinas do currículo do aluno, buscando uma interdisciplinariedade, ajudando os alunos no desenvolvimento do raciocínio lógico que pode ser aplicado em turmas do 2º e/ou 3º ano do Ensino Médio.

3. FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Durante toda a história, a matemática surgiu para facilitar nossas vidas e trazer respostas a questões que até então eram impossíveis de serem resolvidas. É de interesse comum, a análise e estudo de formas que nos ajudem a obter melhores resultados e com menor custo, e é nesse roteiro de análise de custos que surge a teoria dos grafos.

O ponto inicial no estudo da teoria dos grafos, segundo Crilly (2017, p. 118), se deu na cidade de Konigsberg. A cidade era cortada pelo Rio Pregel, que, com isso, formavam duas pequenas ilhas, nas quais foram necessários construir sete pontes onde logo mais seria levantada uma curiosa questão: seria possível andar em volta da cidade e atravessar suas sete pontes uma única vez?

Figura 1 – Mapa das 7 pontes de Königsberg
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Fonte: Universidade de Coimbra / Dmat.
Na época não se imaginava a proporção que o problema tomaria, tampouco que este seria o primeiro e mais conhecido problema da Teoria dos Grafos. Problema este que foi resolvido por Leonhard Euler em 1735.

Euler verificou que para conseguir realizar a caminhada, era necessário que ao passar por uma ponte, deveria haver outra ponte ainda não trilhada para que pudesse sair, ou seja, cada ilha deveria haver um número par de pontes. No problema das sete pontes de Konigsberg, cada ponto tem um número ímpar de pontes, o que torna impossível realizar a caminhada sem passar por uma mesma ponte mais de uma vez (CRILLY, 2017).
3.1 DEFINIÇÃO DE GRAFOS

Um grafo fundamenta-se em uma reunião finita de vértices, um conjunto finito de elementos chamados arestas, e uma função que associa a cada aresta a um par não ordenado de vértices que podem ser ou nãos distintos. LUCCHESI (1979, P.1)
Segundo EDSON PRESTES (2016),

Um grafo simples [image: image3.png]G = (V,A4)



 é uma estrutura discreta formada por um conjunto não vazio de vértices [image: image5.png]


e um conjunto de arestas [image: image7.png]AC PWV)



, onde [image: image9.png]PvV)= {{x,y: x,y eV}



 ´e o conjunto de todos os pares não ordenados não necessariamente distintos gerados a partir de [image: image11.png]


. Cada aresta [image: image13.png]{x,y}e A



 é formada por um par de vértices distintos, i.e., [image: image15.png]


. Para cada par de vértices existe no máximo uma aresta associada. (PRESTES, 2016, p.2).

3.2 GRAU DE UM VÉRTICE

Segundo Lucchesi (1979, p. 3), o grau de um determinado vértice é a quantidade de arestas que são coincidentes num mesmo ponto de origem.
A partir dessa definição de Lucchesi, podemos entender que o grau de determinado vértice pode ser ou representar qualquer tipo de valor que queiramos retratar, como por exemplo, a distância entre os vértices, ou, buscando exemplos práticos, podemos entender como o custo de combustível entre duas cidades A e B.

3.3 MATRIZES

Segundo Marco A. P. Cabral e Paulo Goldfeld (2012, p. 30), uma matriz [image: image17.png]
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“Dizemos também que [image: image34.png]A=(a;;)



, onde o número de linhas e colunas fica subentendido pelo contexto”
São exemplos de matrizes:
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Por exemplo, ao reunir os dados referentes à altura, peso e idade de um grupo de quatro alunos, podemos distribuir na seguinte tabela:

Tabela – 1

	
	Altura (m)
	Peso (kg)
	Idade (anos)

	Aluno 1
	1,50
	50
	12

	Aluno 2
	1,53
	52
	12

	Aluno 3
	1,65
	57
	14

	Aluno 4
	1,49
	50
	12


Fonte: Elaborado pelo autor
Se retirarmos os significados das linhas e colunas, ficamos com uma matriz de ordem 4x3.

Na teoria dos grafos, utilizaremos matrizes para organizar e distribuir dados de uma determinada sequência de valores.

3.4 ALGORITMO DE DIJKSTRA

Segundo a Edição 53 da Revista Programar, Edsger W. Dijkstra publicou em 1959 um dos algoritmos mais conhecidos da teoria dos grafos, com a função de calcular o menor custo (podendo se tratar de tempo, distância, dinheiro, entre outros), entre vários vértices em um grafo, atribuindo valores (pesos) não negativos as suas arestas. Seja um grafo [image: image40.png]GW,A)



 e [image: image42.png]


 um vértice de [image: image44.png]


, o algoritmo perfaz a seguinte sequência:

1. Atribuir zero como valor à estimativa do custo mínimo do vértice [image: image46.png]


 e infinito às demais estimativas;

2. Atribuir qualquer valor aos precedentes;

3. No entanto, quando ainda houver um vértice aberto, devemos realizar os seguintes passos:

· Seja k um vértice ainda aberto devemos fechá-los, caso a estimativa seja menor que as demais;

· Caso houver um vértice j ainda aberto que seja sucessor de k devemos somar a estimativa do vértice k com o custo que liga k a j e caso esta soma seja melhor que a anterior para o vértice k, substituímos e anotamos k como precedente de j.

4. PROPOSTA DE APLICAÇÃO

4.1 Primeira Atividade

Buscaremos nessa atividade uma proposta de aplicação que acompanhe desde a história da teoria dos grafos à sua utilidade para os dias de hoje.

Primeiramente, buscando uma interdisciplinaridade com outras disciplinas, é uma opção para o professor, mostrar a história e a geografia da cidade, promovendo assim uma abordagem mais ampla abordando outros temas e explorando novos entendimentos a respeito da cidade de Königsberg e o problema das sete pontes, antes de entrarmos de fato na teoria dos grafos.
Em seguida, apresentaremos os problemas das 7 pontes de Konigsberg, e assim, pediremos que os alunos descrevam o problema através de um diagrama. Após passado um tempo pré-determinado, mostraremos para um modelo de diagrama que demonstrasse o problema, conforme mostrado na figura 2.

Figura 2 – Grafo do problema das 7 pontes de Königsberg
[image: image47.png]



Fonte: Elaborado pelo autor.

Vamos tentar uma solução para o problema das 7 pontes de Königsberg, para isso, deixaremos de lado as formas originais do mapa da cidade, restando apenas o que importa do problema, ou seja, somente os pontos (vértices) onde seriam as margens do rio e os traços (arestas) ligando esses pontos representando as pontes da cidade. Em seguida denominaremos os vértices do nosso grafo por A, B, C e D.

Começando pelo vértice A, utilizando uma aresta e chegando ao vértice D, depois B, retornando ao vértice A (esgotando assim, as arestas que dariam acesso ao vértice A), voltando novamente ao vértice B, depois ao vértice C e  em seguida, alcançar D. Em síntese, temos: [image: image49.png]A-D->B->A-B-C->D



. Ao concluirmos este percurso, percebemos que o desafio não pode ser feito, pois para sair de D, teríamos que repetir alguma das pontes já utilizadas, confirmando assim o que foi colocado por Euler: que para conseguirmos resolver o problema, precisaríamos de um número par de arestas para cada vértice.

4.2 Segunda Atividade

A seguir, visando observar a assimilação dos estudantes quanto aos conteúdos abordados na sala de aula, propusemos um exemplo de grafo valorado (com arestas que indicam valores) onde analisaremos na prática a utilidade do Algoritmo de Dijkstra. Apresentaremos um grafo com 4 vértices com a intenção de que os alunos encontrem o menor custo partindo do ponto A ao ponto D, passando pelos pontos B e C. Podemos ainda, imaginar que os vértices A, B, C e D são cidades, e as arestas indicam custo entre cada cidade interligadas entre si.

Figura 3 – Exemplo de cálculo de menor custo
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Fonte: Elaborado pelo autor

Ao observar o grafo acima, percebemos que partindo de A, podemos chegar aos vértices B, C e D. Usaremos (i, J) como notação para a distância de um vértice a outro, onde i é a distância percorrida entre os vértices e J é o vértice de qual partimos. Como a distância de A para A é 0, vamos marcar esse passo como (0, A).

A regra do Algoritmo, é que se o valor encontrado para determinado vértice é o menor, então atualizaremos a tabela a partir deste vértice.

Tabela – 2
	Vértices
	Passo I

	A
	(0, A)

	B
	(4, A)

	C
	(7, A)

	D
	(13, A)


Fonte: Elaborado pelo autor

Analisando a tabela acima, vemos que o menor percurso é para B. Assim, fixaremos o primeiro passo para B.

Partindo de B temos somente uma ligação ao vértice C, assim, somamos ao valor do percurso para C o valor já obtido e repetimos os valores para quais não temos ligação a partir de B.

Tabela – 2

	Vértices
	Passo I
	Passo II

	A
	(0, A)
	----

	B
	(4, A)
	(4, A)

	C
	(7, A)
	(10, B)

	D
	(13, A)
	(13, A)


Fonte: Elaborado pelo autor

Partindo de C podemos ir os vértices A e D. Assim, temos:

Tabela – 3

	Vértices
	Passo I
	Passo II
	Passo III

	A
	(0, A)
	----
	(17, C)

	B
	(4, A)
	(4, A)
	(4, A)

	C
	(7, A)
	(10, B)
	----

	D
	(13, A)
	(13, A)
	(18, C)


Fonte: Elaborado pelo autor

Agora vamos comparar a menor distância de A para D ou de C para D, e assim terminando o percurso do grafo. Partindo de A para D ficaríamos com 17 + 13 = 30. E como vemos na tabela acima, partindo de C temos apenas 18. Logo, o caminho de menor custo seria: [image: image52.png]A-B-C->D



, como vemos na tabela 4: 
Tabela – 4

	Vértices
	Passo I
	Passo II
	Passo III

	A
	(0, A)
	----
	(17, C)

	B
	(4, A)
	(4, A)
	(4, A)

	C
	(7, A)
	(10, B)
	(10, B)

	D
	(13, A)
	(13, A)
	(18, C)


Fonte: Elaborado pelo autor
5. CONCLUSÃO

Foi possível verificar que é possível aplicar a teoria dos grafos na sala de aula, ainda que não seja um conteúdo que faça parte do currículo obrigatório do Ensino Médio. Desenvolvendo nos alunos o pensamento crítico e raciocínio lógico não somente sobre os grafos, mas como a sua aplicação que foi abordada neste presente trabalho.

A teoria dos grafos está mais presente em nosso cotidiano do que muita gente imagina. Estudá-la e promover o incentivo da continuidade dos estudos a respeito da teoria dos grafos é de extrema importância para o avanço da teoria e principalmente a sua inserção no cotidiano das pessoas. A ideia de buscar temas multidisciplinares é de total relevância, tendo em vista que a matemática costuma ser uma matéria quase sempre abstrata para os alunos. E seguindo as normas estabelecidas nos PCN’s, a atividade de sala de aula deve ser elaborada e pensada na realidade e no dia a dia dos alunos.
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