PAGE  
20

Universidade Federal de Ceará - UFC

Historia da Matemática

Maio de 2006
IDADE HERÓICA

[image: image84.png]




ADOLFO BREMEN

PAULO MARCIO

MARCILIA FERREIRA

RUTH DANTAS

IDADE HERÓICA

Trabalho apresentado ao Professor Levi

da disciplina História da Matemática,

da turma A , Turno noite

do curso de Licenciatura em Matemática.
UFC

25 de Maio de 2006

SUMÁRIO

1. Introdução
4

2. Anaxágoras de Clazomenae
6

2.1. Duplicação do cubo
6

2.2. Hípias de Elis 
8

2.3. Trissecção do ângulo
9

2.4. Quadratura do círculo 
9

3. Arquitas de Tarento
10

4. Filolau de Crotona
10

5. Paradoxo de Zeno
10

6. Incomensurabilidade
11

7. Razão Áurea
14

8. Álgebra Geométrica
15

9. Demócrito de Abdera
17

10. Bibliografia
20

Introdução

A história da civilização grega tem suas origens nas invasões de povos bárbaros (dórios, aqueus, jónicos e eólios), na península balcânica por volta do segundo milénio a.C. Estes povos foram conquistando as civilizações ali estabelecidas e avançando em direcção à ilha de Creta.
O período histórico da civilização grega teria início, por volta de 800 a.C. Nesta altura os Gregos mudaram do sistema de escrita hieroglífica para o alfabeto fenício. Isto permitiu-lhes transmitir por escrito a sua literatura, utilizando o papiro. Em 776 a.C. realizaram-se os primeiros Jogos Olímpicos. 
Com o crescente comércio e a necessidade de defesa, o povo reunir-se em torno de fortificações, formando a principal unidade política de Grécia Antiga: a cidade-Estado ou polis (Atenas, Esparta, Tebas, Corinto, Argos, ...).
Os Gregos espalharam-se por vários pontos do litoral dos Mares Egeu e Negro, chegando a atingir a Bacia do Mediterrâneo. Fundaram diversas cidades como Cretona, Elea e Siracusa (cidades da Magna Grécia, no sul da Itália) ou como Mileto e Samos na Ásia Menor. 
O grande florescimento da cultura grega surgiu na colónia situada na Ásia Menor, principalmente na cidade de Mileto. No início do século VI a.C., os filósofos de Mileto, entre eles Tales (c. 625 a c. 547 a. C.), começaram a tentar compreender os fenómenos da natureza sem recorrer a mitos e à religião. A utilização do raciocínio dedutivo deu origem à criação de uma matemática dedutiva e formalmente organizada, bem diferente da matemática de carácter iminentemente prático, desenvolvida no Egipto e na Mesopotânia, com quem, certamente, tinham contactos comerciais. 
No final do século IV a.C. o centro do conhecimento e das Matemáticas Gregas mudou-se de Mileto e de outras cidades na Ásia Menor para a Magna Grécia, onde viveu Pitágoras (c. 569 a.C a c. 475 a.C.). 
Por volta de meados do século V a.C., o centro mudou-se de novo, desta vez para Atenas, onde a matemática e a filosofia se desenvolveram principalmente na Academia de Platão (427 - 347 a.C.). 
O maior desenvolvimento da matemática grega deu-se no período helénico, de 300 a.C. a 200 d.C. Por volta de 300 a.C. o centro da matemática mudou-se de Atenas para a cidade construída por Alexandre, o Grande (358 - 323 a.C.) - Alexandria (no Egipto). Onde no Museu trabalharam matemáticos como Euclides (c. 325 - c. 265 a.C.). Alexandria permaneceu o centro das matemáticas durante cerca de um milénio. E embora, a matemática fosse produzida no Egipto ela é considerada como grega, não só porque foi desenvolvida por matemáticos de origem grega, mas também porque era escrita nesta língua.

Os textos de maior parte dos matemáticos gregos não chegaram aos nossos dias na sua versão original, uma vez que eram escritos em papiro. Ora os rolos de papiro eram muito frágeis e com a utilização estragavam-se. Assim, apenas os trabalhos considerados importantes, como os Elementos de Euclides, e que foram copiados frequentemente é que chegaram até aos nossos dias.

A matemática dos gregos era como se disse uma matemática de carácter dedutivo, não havendo propriamente livros contendo problemas, mas axiomas, proposições, teoremas e demonstrações, os quais não são objecto de estudo neste sítio. De qualquer forma mesmo esta matemática levantou alguns problemas, principalmente aqueles que os matemáticos da época não foram capazes de resolver - os três problemas clássicos da antiguidade:

· A quadratura do círculo; 

· A trissecção do ângulo; e 

· A duplicação do cubo. 

Neste sítio são, no entanto, apresentados alguns textos com outro tipo de problemas, na linha dos problemas levantados pelos Egípcios e pelos Babilónios: textos de dois papiros, encontrados no Egipto, mas escritos em grego,  presentemente na Universidade de Michigan,  problemas da Antologia Grega ou Palatina e um problema do papiro escrito em Grego e encontrado em Akhim (no Egipto) datado dos séculos VI-IX, presentemente no museu do Cairo.

1. Anaxágoras de Clazomenae

Anaxágoras de Clazômenas (Clazômenas, c. 500 a.C. - Lâmpsaco, 428 a.C.), filósofo grego do período pré-socrático. Nascido em Clazômenas, na Jônia, fundou a primeira escola filosófica de Atenas, contribuindo para a expansão do pensamento filosófico e científico que era desenvolvido nas cidades gregas da Ásia. Era protegido de Péricles que também era seu discípulo. Em 431 a.C. foi acusado de impiedade e partiu para Lâmpsaco, uma colônia de Mileto, também na Jônia, e lá fundou uma nova escola.

Escreveu um tratado aparentemente pequeno intitulado Sobre a natureza, em que tentava conciliar a existência do múltiplo frente à crítica de Parmênides de Eléia e sua escola. Afirmava que o universo se constitui pela ação do Nous, conceito que geralmente é traduzido por espírito, mente ou inteligência. Segundo o filósofo, o Nous atua sobre uma mistura inicial formada de sementes que contém uma porção de cada coisa. Assim, o Nous, que é ilimitado, autônomo e não misturado com nada mais, age sobre estas sementes ordenando-as e constituindo o mundo sensível. Os fragmentos preservados versam sobre cosmologia, biologia e percepção.

Esta noção de causa inteligente, que estabelece uma finalidade na evolução universal, irá repercutir em filósofos posteriores, como Platão e Aristóteles.
Ficou conhecido e proposto os três famosos problemas: Duplicação do Cubo, Trissecção do ângulo e quadratura do círculo

1.1. Duplicação do cubo*
[image: image85.png]


A duplicação do cubo é um dos "três problemas famosos (ou clássicos)"da antigüidade. Não sabemos precisamente quando e por quem este problema foi formulado pela primeira vez, pois existem vários relatos a respeito. Uma das versões diz que como os délios haviam sido atingidos por uma praga, uma delegação foi enviada ao oráculo de Apolo em Delos para perguntar como a peste poderia ser combatida. Este respondeu que para tanto o altar de Apolo, cuja forma era cúbica, deveria ser dobrado. Uma outra versão diz que o rei Minos insatisfeito com o tamanho do túmulo de seu filho Glauco ordenou que o túmulo fosse dobrado, porém sem que perdesse a forma original. 

Os gregos obviamente estavam familiarizados com um problema semelhante, porém bem mais simples: duplicar o quadrado.


Dado um quadrado ABCD, traçar a sua diagonal BD e construir um quadrado de lado BD. É fácil perceber que BDEF tem o dobro da área de ABCD. Assim dado um quadrado de lado a é possível encontrar um outro quadrado de lado b cuja área seja o dobro da área do primeiro, portanto [image: image1.jpg]


(onde b é a diagonal do quadrado original). 

[image: image2.jpg]V2= b =a’(V2)" = b =2a"




Talvez tenha sido esta simples construção que levou os gregos a pensarem em uma solução para o problema da duplicação do cubo. 

O primeiro grande passo foi dado por Hipócrates de Chios, provavelmente não muito depois da aparição do problema. Ele propunha encontrar duas médias proporcionais entre segmentos de comprimento s e 2s, ou seja, achar x e y tal que: 

[image: image3.jpg]



Da primeira igualdade deduzimos que [image: image4.jpg]


e da segunda igualdade que [image: image5.jpg]


. Substituindo o valor de y na segunda igualdade temos que [image: image6.jpg]


. Assim dado o cubo de lado s encontramos um outro de lado x tal que o volume do segundo é o dobro do volume do primeiro. Porém não há construção geométrica para esta dupla proporção. 

Também devemos considerar a solução proposta por Arquitas de Tarento, à respeito da qual Heath [Heath, 1931] escreveu: 

"A solução de Arquitas é a mais notável de todas, especialmente quando sua data é considerada (primeira metade do séc IV a.C.) porque não é nenhuma construção plana mas uma corajosa construção em três dimensões, determinando um certo ponto como a intersecção de três superfícies de revolução..." 

Entretanto todas as soluções eram teóricas e nenhuma solução pratica foi encontrada. 

Apenas no séc XIX , mais de 2000 anos depois da formulação do problema foi que se estabeleceu a impossibilidade da construção sob a limitação de usar apenas régua e compasso (instrumentos euclideanos).

1.2. Hípias de Elis
A Hípias de Elis, um sofista do século V a.C., está associada uma das mais interessantes curvas da geometria grega, conhecida na antiguidade pelo nome de quadratriz. Papo, no livro IV da Coleção Matemática, descreve como esta curva permite resolver o problema da trissecção do ângulo, surgindo pela primeira vez na história da matemática como uma curva trissectriz, e mudando de nome, posteriormente, dada a sua aplicabilidade ao problema da quadratura do círculo efetuada pelo o matemático ateniense, Dinóstrato (século IV a.C.).

Seja ABCD um quadrado e suponhamos que o lado BC se desloca paralelamente a si próprio até coincidir com o lado AD e, simultaneamente, o lado AB roda em torno do ponto A até coincidir com o lado AD; os dois movimentos deverão ser uniformes (isto é, as velocidades devem ser constantes), começar no mesmo instante e acabar no mesmo instante. 
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Enquanto se deslocam, com a exceção do último instante, as duas retas intersectam-se num determinado ponto, ponto esse que descreve a trissectriz de Hípias. Como o movimento do lado BC é uniforme, a distância por ele percorrida é proporcional ao tempo gasto no percurso. Do mesmo modo, como o movimento do lado AB é uniforme, a amplitude angular percorrida por esse lado (que pode ser medida pelo arco determinado na circunferência de centro A e raio AB) é também proporcional ao tempo decorrido no seu percurso. Assim, existe proporcionalidade entre a distância retilínea percorrida pelo lado BC e a amplitude angular percorrida pelo lado AB.[image: image87.jpg]@

FIGURA 2




Esta propriedade da curva de Hípias permite reduzir todas as questões de proporcionalidade entre ângulos a questões análogas entre segmentos rata e, em particular, permite reduzir a trissecção dum dado ângulo à trisseção dum segmento de reta.
1.3. Trissecção do ângulo**
[image: image88.png]


Comecemos por transpor um ângulo de modo que o seu vértice coincida com o ponto A, um dos seus lados se sobreponha ao lado AD (ou ao lado AB) do quadrado, e o outro dos seus lados intersecte a trissectriz. Seja F este ponto de intersecção. Por F, trace-se uma paralela a AD e designe-se por P a intersecção desta paralela com AB. Trissecte-se agora o segmento de rata AP e seja R o ponto deste segmento tal que AR seja a terça parte do segmento AP. Por R, trace-se uma outra paralela a AD e designe-se por L o ponto de intersecção desta paralela com a trissectriz.  O ângulo DAL é a terça parte do ângulo dado.

1.4. Quadratura do círculo
Dinóstrato terá descoberto que o lado do quadrado é meio proporcional entre o comprimento do arco de circunferência BD e o comprimento do segmento de recta AG, sendo G o ponto de intersecção em que a curva intersecta o lado AD do quadrado. Assim, este resultado, que Papo expõe e demonstra no seu Livro IV da Colecção Matemática, permite construir um segmento de reta igual à quarta parte do perímetro da circunferência de raio AB.Contudo, deve notar-se que o resultado de Dinóstrato não forneceu diretamente uma quadratura do círculo, mas sim uma retificação da circunferência. Pois, Arquimedes de Siracusa só no século seguinte àquele em que Dinóstrato viveu é que estabeleceu a equivalência dos dois problemas. 

Não é possível desenhar a quadratriz na sua totalidade, usando apenas régua não graduada e compasso. Assim, esta solução não está de acordo com as regras de resolução inicialmente impostas. Os próprios gregos criticaram este processo de Dinostrato. Esporo de Nicea (séc. IIIa.C.), citado por Papo, afirma que a curva só se consegue construir quando sabemos sincronizar as velocidades, isto é, quando conhecemos a relação entre o perímetro do círculo e o seu diâmetro (se assim fosse tínhamos o problema da quadratura do círculo resolvido); por outro lado, o ponto que procuramos para a quadratura do círculo, quando as duas ratas se intersectam no último momento, não existe (não se define). Note-se que a primeira crítica também se aplica ao problema da trissecção do ângulo.
2. [image: image89.png]


(c. 400 a.C. - 365 a.C.), 

Filósofo e cientista grego, considerado o mais ilustre dos matemáticos pitagóricos. Acredita-se ter sido discípulo de Filolau de Crotona e foi amigo de Platão. Fundou a mecânica e influenciou Euclides. Foi o primeiro a usar o cubo em geometria e a restringir as matemáticas às disciplinas técnicas como a geometria, aritmética, astronomia e acústica.Embora inúmeras obras sobre mecânica e geometria lhe sejam atribuidas, restaram apenas fragmentos cuja preocupação central é a Matemática e a Música.Arquitas também atuou na política. Os tarentinos o elegeram estratego (governador) sete vezes consecutivas.Morreu em um naufrágio nas costas da Apúlia.

3. Filolau de Crotona (século V a.C.)

[image: image90.png]


Filósofo pitagórico. Tradicionalmente se aceita que este filósofo tenha escrito um livro em que expunha a doutrina pitagórica (que era secreta e reservada apenas aos discípulos). Os fragmentos de seu livro conservam os mais antigos relatos sobre o pitagorismo e influenciaram fortemente Platão que, segundo a tradição, teria mandado comprar o referido livro, pagando por ele uma razoável quantia.

4. Paradoxo de Zeno

O paradoxo de Zeno (ou Zenão) é contado sob a forma de uma corrida entre Aquiles e uma tartaruga.Aquiles, o herói grego, e a tartaruga decidem apostar uma corrida de 100m. Como Aquiles é 10 vezes mais rápido que a tartaruga, esta recebe a vantagem de começar a corrida 80m na frente da linha de largada.

No intervalo de tempo em que Aquiles percorre os 80m que o separam da tartaruga, esta percorre 8m e continua na frente de Aquiles. No intervalo de tempo em que ele percorre mais 8m, a tartaruga já anda mais 0,8m... Dessa forma, não importa quanto tempo se passe, Aquiles nunca alcançará a tartaruga.A solução clássica para esse paradoxo envolve a utilização do conceito de limite e convergência de séries numéricas. O paradoxo surge ao supor intuitivamente que a soma de infinitos intervalos de tempo é infinita, de tal forma que seria necessário passar um tempo infinito para Aquiles alcançar a tartaruga. No entanto, os infinitos intervalos de tempo descritos no paradoxo formam uma progressão geométrica e sua soma converge para um valor finito, em que Aquiles encontra a tartaruga.

5. Incomensurabilidade

O Método da Exaustão permite uma elegante justificativa para o fato de que o lado de um quadrado e sua diagonal são grandezas incomensuráveis. Dado um segmento [image: image7.png]


indicaremos por [image: image8.png]


seu comprimento. Dois segmentos dizem-se comensuráveis se são múltiplos de um segmento comum. Em outros termos, sejam [image: image9.png]


e [image: image10.png]CcD



dois segmentos. Se existir um segmento [image: image11.png]


e se existirem inteiros positivos [image: image12.png]


e [image: image13.png]


tais que [image: image14.png]


e [image: image15.png]


, então [image: image16.png]


e [image: image17.png]CcD



são múltiplos do segmento comum [image: image18.png]


, e assim se dizem comensuráveis. 

Confira na Figura 2.1 exemplo de segmentos comensuráveis. Temos [image: image19.png]2 EF



e [image: image20.png]


. 
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Figura 2.1

Dois segmentos se dizem incomensuráveis se não forem comensuráveis. O conceito de comensurabilidade é correspondente ao de número racional na nomenclatura da Matemática Contemporânea. A razão entre os comprimentos de dois segmentos comensuráveis é um número racional. Por outro lado, a razão entre os comprimentos de dois segmentos incomensuráveis é um número irracional, e o conceito de incomensurabilidade é correspondente ao de número irracional. 

Teorema: Em um quadrado qualquer, o lado e a diagonal são segmentos incomensuráveis. 

Demonstração: Consideramos um quadrado [image: image22.png]0A1B:1C1Dy



(confira a Figura 2.2), e sejam [image: image23.png]


e [image: image24.png]


respectivamente seu lado e sua diagonal. Observamos a seguinte construção. Marcamos em [image: image25.png]B\Dy



o ponto [image: image26.png]Az



tal que [image: image27.png]B1A; = A1 By



e tomamos o segmento [image: image28.png]A2B;



perpendicular a [image: image29.png]B\Dy



com [image: image30.png]


em [image: image31.png]


. O [image: image32.png]AA2ByDy



é necessariamente isósceles, com [image: image33.png]AsDy = A2 By



. Construímos então o quadrado [image: image34.png]0A2B,C2D,



. Sejam [image: image35.png]


e [image: image36.png]


respectivamente o lado e a diagonal do novo quadrado. 

Notemos que 

[image: image37.png]



e 

[image: image38.png]



Os triângulos retângulos [image: image39.png]AA1ByBy



e [image: image40.png]AA2ByBy



são congruentes, pois têm a hipotenusa em comum e [image: image41.png]A1By = B4y



. Logo [image: image42.png]A1By = By =



. 

[image: image43.jpg]



Figura 2.2

Assim [image: image44.png]


, e segue 
[image: image45.png]&8





De [image: image46.png]


temos [image: image47.png]a1>a + a2




, donde [image: image48.png]ar < ja



. 

A construção acima pode ser repetida com o quadrado [image: image49.png]0A2B,C2D,



, e encontramos um terceiro quadrado [image: image50.png]0 A3B3C3 Dy



, com lado [image: image51.png]


e diagonal [image: image52.png]


, sendo 

[image: image53.png]



Seguindo esta idéia , encontramos um quarto quadrado, um quinto, etc., obtendo assim uma seqüência [image: image54.png]a1, az, a3, @a..-



tal que [image: image55.png]a1 < 3a;



. 

Suponhamos, agora, que [image: image56.png]


e [image: image57.png]


sejam comensuráveis. Então existe um número positivo [image: image58.png]


e existem números naturais [image: image59.png]


e [image: image60.png]


tais que [image: image61.png]


e [image: image62.png]


. Usando as identidades acima temos [image: image63.png]a2 =ne—me = (n—m)e



e [image: image64.png]dp =2me —ne = (2m — n)e



. 

Assim sendo, [image: image65.png]


e [image: image66.png]


também são múltiplos de [image: image67.png]


. E assim por diante, cada [image: image68.png]ai



é múltiplo de [image: image69.png]


. Em particular [image: image70.png]ai>e



para todo [image: image71.png]


. 

Aplicamos agora o Método da Exaustão, segundo o qual existe um número inteiro positivo [image: image72.png]


tal que [image: image73.png]ai<e



. Isto é uma contradição, e concluímos que [image: image74.png]


e [image: image75.png]


são incomensuráveis. 

6. Razão Áurea

Dizemos que um ponto divide um segmento de reta em média e extrema razão, se o mais longo dos segmentos é média geométrica entre o menor e o segmento todo. A razão entre o segmento menor e o segmento maior chama-se razão áurea. Esse nome só foi usado uns dois mil anos depois - mais ou menos pela época em que Kepler escrevia liricamente: 

A geometria tem dois grandes tesouros: um é o teorema de Pitágoras; o outro, a divisão de um segmento em média e extrema razão. O primeiro pode ser comparado a uma medida de ouro; o segundo podemos chamar de jóia preciosa 

A construção da razão áurea eqüivale à resolução de uma equação quadrática. Para mostrar isso, seja AB = a e AC = x então pela propriedade da secção áurea [image: image76.jpg]


e multiplicando médios e extremos temos a equação [image: image77.jpg]


, cujo resultado é: 

[image: image78.jpg]



Provavelmente os pitagóricos tenham utilizado um processo geométrico para descobrir isso. A forma tradicional, encontrada no livro Os elementos de Euclides, de resolução geométrica desta proporção é a seguinte: Dado o segmento AB, constroi-se o quadrado ABA'B'; constroi-se M como o ponto médio de AA'. Prolonga-se o segmento AA' e constroi-se a circunferência de centro M e raio MB', acha-se o ponto C de interseção da circunferência com a semi-reta AA'; constroi-se o quadrado de lado A'C. O prolongamento do lado DD' determina o ponto X em AB que seciona o segmento na razão desejada.

[image: image79.png]



A justificativa desta construção baseia-se na aplicação do teorema de Pitágoras ao triângulo MA'B'. Fazendo AB = a e MC = d , aplicando o teorema de Pitágoras temos: 

[image: image80.jpg]



[image: image81.jpg]



[image: image82.jpg]



Fazendo a=1 temos [image: image83.jpg]



[image: image91.png]


[image: image92.png]


O pentagrama ou pentágono estrelado era o símbolo especial da escola pitagórica, esta figura envolvia um misticismo, provavelmente, devido às suas propriedades, pois ao desenharmos um pentágono regular e traçarmos as suas diagonais, veremos que elas se cruzam e formam um novo pentágono interior ao anterior. A interseção de duas diagonais divide a diagonal de uma forma especial chamada razão áurea.

Exemplo geométrico da razão áurea

7. Álgebra Geométrica

A álgebra grega conforme foi formulada pelos pitagóricos e por Euclides era geométrica. Por exemplo, o que nós escrevemos como:

(a+b)2 = a2 + 2ab + b2
era concebido pelos gregos em termos do diagrama apresentado na Figura 1 e era curiosamente enunciado por Euclides em Elementos, livro II, proposição 4:

Se uma linha reta é dividida em duas partes quaisquer, o quadrado sobre a linha toda é igual aos quadrados sobre as duas partes, junto com duas vezes o retângulo que as partes contém. [Isto é, (a+b)2 = a2 + 2ab + b2.]

Somos tentados a dizer que, para os gregos da época de Euclides, a2 era realmente um quadrado.

[image: image93.jpg]


Não há dúvida de que os pitagóricos conheciam bem a álgebra babilônica e, de fato, seguiam os métodos-padrão babilônios de resolução de equações. Euclides deixou registrados esses resultados pitagóricos. Para ilustrá-lo, escolhemos o teorema correspondente ao problema babilônio considerado acima.

 

 

Do livro VI dos Elementos, temos a proposição 28 (uma versão simplificada):

Dada uma linha reta AB [isto é, x+y=k], construir ao longo dessa linha um retângulo com uma dada área [xy = P], admitindo que o retângulo "fique aquém" em AB por uma quantidade "preenchida" por outro retângulo [o quadrado BF na Figura 2], semelhante a um dado retângulo [que aqui nós admitimos ser qualquer quadrado].

 

 

Na solução desta construção solicitada (Fig.2) o trabalho de Euclides é quase exatamente paralelo à solução babilônica do problema equivalente. Conforme indicado por T.L.Heath / EUCLID: II, 263/, os passos são os seguintes:

 

Bissecte AB em M:
k/2

Construa o quadrado MBCD:
(k/2)2

Usando VI, 25, construa o quadrado DEFG com área igual ao excesso de MBCD sobre a área dada P:
t2 = (k/2)2 - P

Então é claro que
y = (k/2) - t

 

Como fazia freqüentemente, Euclides deixou o outro caso para o estudante - neste caso, x=(k/2)+t, o que Euclides certamente percebeu mas não formulou.

É de fato notável que a maior parte dos problemas-padrão babilônicos tenham sido "refeitos" desse modo por Euclides. Mas por quê? O que levou os gregos a darem à sua álgebra esta formulação desajeitada? A resposta é básica: eles tinham dificuldades conceituais com frações e números irracionais.

 

Mesmo que os matemáticos gregos fossem capazes de contornar as frações, tratando-as como razões de inteiros, eles tinham dificuldades insuperáveis com números como a raiz quadrada de 2, por exemplo. Lembramos o "escândalo lógico" dos pitagóricos quando descobriram que a diagonal de um quadrado unitário é incomensurável com o lado (ou seja, diagonal/lado é diferente da razão de dois inteiros).

Assim, foi seu estrito rigor matemático que os forçou a usar um conjunto de segmentos de reta como domínio conveniente de elementos. Pois, ainda que raiz quadrada de 2 não possa ser expresso em termos de inteiros ou suas razões, pode ser representado como um segmento de reta que é precisamente a diagonal do quadrado unitário. Talvez não seja apenas um gracejo dizer que o contínuo linear era literalmente linear.

 

De passagem devemos mencionar Apolônio (c. 225 a.C.), que aplicou métodos geométricos ao estudo das secções cônicas. De fato, seu grande tratado Secções cônicas contém mais geometria analítica das cônicas - toda fraseada em terminologia geométrica - do que os cursos universitários de hoje.

A matemática grega deu uma parada brusca. A ocupação romana tinha começado, e não encorajava a erudição matemática, ainda que estimulasse alguns outros ramos da cultura grega.

Além disso, como poderiam os gregos interpretar x4, x5, e assim por diante? De qualquer forma, o que vemos aqui é uma tentativa de representar elementos algébricos (números neste caso) por elementos geométricos e as operações algébricas por operações geométricas. Esta é a idéia por detrás daquilo que denominamos álgebra geométrica.

Embora os problemas levantados acima impediram que os gregos levassem adiante esta idéia, atualmente estes problemas já não seriam mais considerados “problemas’’. O verdadeiro problema que estava por detrás desta idéia é a noção de congruência que os gregos tinham. Em outras palavras, o problema consiste em definir quando dois segmentos de reta podem ser vistos como equivalentes. Para os gregos bastava que eles tivessem o mesmo comprimento”.

Devido ao estilo pesado da álgebra geométrica, esta não poderia sobreviver somente na tradição escrita; necessitava de um meio de comunicação vivo, oral. Era possível seguir o fluxo de idéias desde que um instrutor apontasse para diagramas e explicasse; mas as escolas de instrução direta não sobreviveram.

8. Demócrito de Abdera

Demócrito de Abdera é certamente mais conhecido por sua teoria atômica, mas ele também foi um excelente geômetra. Pouco sabe-se de sua vida, mas sabemos que ele foi discípulo de Leucipo. Demócrito foi um homem viajado. Historiadores apontam sua presença no Egito, Pérsia, Babilônia e talvez mesmo Índia e Etiópia. 

O próprio Demócrito escreveu:

De todos os meus contemporâneos, fui eu quem cobriu a maior extensão em minhas viagens, fazendo as mais exaustivas pesquisas; eu vi a maioria dos climas e paises e ouvi o maior número de homens sábios. 

Conta-se que certa vez, tendo indo a Atenas, Demócrito desapontou-se porque ninguém na cidade o conhecia. Qual não seria sua surpresa hoje ao descobrir que o acesso principal da cidade passa pelo Laboratório Demócrito de Pesquisa Nuclear! 

Muito de Demócrito é conhecido por meio de sua física e filosofia. Apesar de não ter sido o primeiro a propor uma teoria atômica, sua visão do mundo físico foi muito mais elaborada e sistemática do que a de seus predecessores. Do ponto de vista filosófico, sua teoria atômica deu origem a uma teoria ética, baseada em um sistema puramente determinístico, eliminando assim qualquer liberdade de escolha individual. Para Demócrito, liberdade de escolha era uma ilusão, já que não podemos alcançar todas as causas que levam a uma decisão. 

Já sua matemática é pouco conhecida. Sabemos que ele escreveu sobre geometria, tangentes, aplicações e números irracionais, mas nenhum desses trabalhos chegou ao nosso tempo. 

O que podemos afirmar com certeza é que ele foi o primeiro a propor que o volume de um cone é um terço do volume de um cilindro de mesmas base e altura, e que o volume de uma pirâmide é um terço do volume de um prisma de mesmas base e altura. 

Outro fato curioso proposto por Demócrito (como relatado por Plutarco), é o seguinte dilema geométrico: 

Se cortarmos um cone por um plano paralelo a base, como serão as superfícies que formam essas seções? São elas regulares ou não? Se forem irregulares, farão o cone irregular, com reentrâncias e degraus; mas, se são regulares, as seções serão todas iguais, e o cone terá a mesma propriedade do cilindro, de ser feito de círculos similares, o que é um absurdo. 

Demócrito fez uma tentativa bem independente de reconstrução. Como Sócrates, seu contemporâneo, defrontou-se com as dificuldades referentes ao conhecimento, levantadas pelo seu concidadão Protágoras e outros, e, da mesma forma que ele, deu grande atenção ao problema do comportamento, ao qual também os sofistas deram impulsos. Ao contrário de Sócrates, porém, ele era um autor volumoso, e nós ainda podemos constatar, através dos scus fragmentos, que era um dos maiores escritores da Antigüidade. Para nos, contudo, é como se não tivesse escrito quase nada; de fato, sabemos menos a seu respeito do que de Sócrates. Isto deve-se ao fato de ele ter escrito em Abdera, e as suas obras na realidade nunca foram bem conhecidas em Atenas, onde teriam tido a possibilidade de serem preservadas, como aquelas de Anaxágoras e outrem, na biblioteca da Academia. Não é certo que Platão haja conhecido alguma coisa sobre Demócrito, pois que as poucas passagens no Timeu e alhures, no qual parece que o reproduz, são facilmente explicadas pelas influências pitagóricas que afetaram a ambos. Aristóteles, por outro lado, conhece bem Demócrito, pois era também jônio do Norte.

É certo, não obstante, que as obras completas de Demócrito (que incluem as obras de Leucipo e outros, bem como as de Demócrito) continuaram a existir, porquanto a escola as conservou em Abdera e Teos ao longo dos tempos helenísticos. Por isso, foi possível para Trasilo, sob o reinado de Tibério, fazer uma edição das obras de Demócrito, organizada em tetralogias, exatamente como sua edição dos diálogos de Platão. Mesmo isso não foi suficiente para preservá-las. Os epicuristas, que tinham a obrigação de ter estudado o homem a quem deviam tanto, detestavam qualquer tipo de estudo, e provavelmente nem se preocuparam em multiplicar os exemplares de um escritor cujas obras teriam sido um testemunho permanente para a carência de originalidade que caracterizou o próprio sistema deles.Sabemos extremamente pouco sobre a vida de Demócrito. Como Protágoras, era natural de Abdera na Trácia, uma cidade que nem mereceria a reputação proverbial de embotamento, considerando que pode dar origem a dois homens de tanta envergadura. Quanto à data do seu nascimento, temos apenas conjeturas para nos orientar. Em uma das principais obras, afirmou que elas foram escritas 730 anos após a queda de Tróia; não sabemos; porém, quando, segundo a suposição dele, isto ocorrera. Havia nessa época e posteriormente diversas eras em uso. Disse também algures que, quando Anaxágoras era velho, ele era jovem, e a partir dai concluiu-se que nasceu em 460 a.C. Parece, entretanto, cedo demais, visto estar baseado na hipótese de que tinha quarenta anos quando se encontrou com Anaxágoras, e a expressão "jovem" sugere menos que esta idade. Demais, cumpre-nos encontrar um espaço para Leucipo entre eles [Demócrito] e Zenão. Se Demócrito morreu, como se diz, com a idade de noventa ou cem anos, de qualquer maneira ainda vivia quando Platão fundara a Academia. Mesmo a partir de fundamentos meramente cronológicos, é falso classificar Demócrito entre os predecessores de Sócrates, e obscurece o fato de que, como Sócrates, ele tentou responder ao seu distinto concidadão Protágoras.

Demócrito foi discípulo de Leucipo, e temos uma prova contemporânea, a de Glauco de Régio, que também os pitagóricos foram seus mestres. Um membro posterior da escola, Apolodoro de Quizico, diz que tomou conhecimento por intermédio de Filolau, o que parece muito provável. Isto esclarece o seu conhecimento geométrico, bem como, outros aspectos do seu sistema. Sabemos, outrossim, que Demócrito falou nas obras das doutrinas de Parmênides e Zenão, que chegou a conhecê-las através de Leucipo. Fez menção a Anaxágoras, e parece ter dito que a sua teoria do sol e da lua não era original. Isto pode referir se à explicação dos eclipses, que geralmente fora atribuída em Atenas, e sem dúvida alguma na Jonia, a Anaxágoras, ainda que Demócrito naturalmente estivesse ciente de ser ela pitagórica.

Diz-se ter visitado o Egito, mas há uma certa razão para se acreditar que o fragmento onde isto é mencionado (fragmento 298 b) é apócrifo. Há um outro (fragmento 116) no qual ele diz: "Eu fui a Atenas e ninguém tomou conhecimento de mim". Se disse isto, sem dúvida deu a entender que não conseguira causar uma impressão tal como o fizera o seu mais brilhante concidadão Protágoras. Por outro lado, Demétrio de Falerão afirmou que Demócrito jamais visitou Atenas; então é possível que este fragmento também seja apócrifo. Seja como for, ele deve ter despendido a maior parte do seu tempo no estudo, ensinando e escrevendo em Abdera. Não era um sofista itinerante do tipo moderno, mas sim o cabeça de uma escola regular.
A verdadeira grandeza de Demócrito não está na teoria dos átomos e do vazio, que ele parece ter exposto bem conforme a tinha recebido de Leucipo. Menos ainda está no seu sistema cosmológico, que deriva mormente de Anaxágoras. Pertence inteiramente a uma outra geração que a desses homens, e não está preocupado de modo especial em encontrar uma resposta a Parmênides. A questão à qual tinha que se dedicar era a de sua própria época. A possibilidade de ciência havia sido negada, bem como todo o problema do conhecimento levantado por Protágoras, e era isto que exigia uma solução. Ademais, o problema do comportamento tornara-se premente. A originalidade de Demócrito, portanto, está precisamente na mesma linha que a de Sócrates.
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