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1. REPRESENTACAO DE VETORES

A posicao de um ponto P no espaco pode ser definida por um vetor posi¢ao P com origem
num centro O de coordenadas ortogonais retangulares. Definindo nesta terna xyz, os

versores (vetores unltarlos) dos eixos, obtemos respectivamente : o versor icomo versor
da direcao X, o versor J como o versor da direcdo y, e o versor ‘kcomo o versor da

diregdo z. Assim, qualquer vetor definido num destes eixos estara representado pelo
produto de um escalar igual ao moédulo e do versor da direcéo

R-|%i-
=
1 Portanto, podemos decompor o vetor E
em seus componentes ortogonais *
. ¥re % no sistema de centro O:
z
P . p .
. ( projecoes de t nos eixos X, y, e z) de

W P forma que
0 i 1 - ¥ ‘F=ir+§r+‘ir=xrf+yrf+zrl?_

—

Também podemos representar este
vetor de forma matricial:

J/ =]

X F=YI-

®l

r=[Bl= =)+ (72) + ()’

Porém esta ndo é unica representagao possivel para o ponto P. Podemos imaginar um
plano que contém o vetor P e o centro O, de maneira que, embora ainda continuemos no

espaco tridimensional, a representagdo de ‘Pé feita num plano, entretanto, este plano
serd um plano complexo ou seja, 0 eixo X sera real, e 0 eix0 y sera imaginario, ou seja:

A vantagem de procedermos assim esta dada pela
¥ possibilidade de representarmos um  ndmero
complexo na sua forma exponencial, como um vetor.
E facil observar que se definimos o versor Fpara a
P direcao x, entao a direcéo de r estara definida por um

versor Ftal que T = €' -1onde ‘3' =+~1 logo:

el Smagindrio | =g

r= (cosﬂ +i senB) i =1 cos® +il senl

E Cotmno = ]H pois multiplicar por i equivale a girar 190

F=1cos® + j cen@

o
I
il
I
—
e
I
—
m
-

de forma que:
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que é a expressao do raio vetor em coordenadas polares.

2. ACELERACAO EM COORDENADAS POLARES

Podemos agora proceder a derivar F= ¥ = r-¥ = r-e” - irgspeito de tempo para
encontrar a aceleragdo. Porém antes vamos calcular a derivada respeito do tempo de F,
pois € uma fungéo de 0, ou seja que T = T (0):

. di  dlei] dle” 1] g8 . .
F=—r= ( ]|= ( j'—=ie"’1'ﬂ=ﬁ'ﬂ=ﬂ'ﬁ onden = versor normal ar

t dt 48 dt

. di_d®) 46 die®l] d0 .. e s
n=— =8 Tt 48 a¢ ‘¢l =-e"1'80=-r8

vamos calcular entdo a primeira derivada de T, ou seja i

. dF _dbi) d J¥ .
F——r=ﬂ=—rf+r'd—i=f'r“+r'ﬂﬁ

vamos calcular agora a segunda derivada de E, ou sejalf:

. d'F _af dliF+rE) ar . dF dr o 48 5.4 _
YTAe 4t dt it U dt dt e T g
=iF +ifm+i B+r G oa+rd (-vf) =
= T + 2rfn + rfa - 18°F =

¥ o=(F-rd* )+ (200 +r)n

¥ =(i-rd*fr + (268 +ré)n
onde:

aceler. radial : a_ =t -rd

aceler. normal: a, = 218 +rf

aceler. total en coordenadas polares: a =a,f +a,n



3. FORCAS CENTRAIS E GRAVITACAO

Inicialmente vamos deduzir as féormulas que determinam as trajetérias dos corpos que se
encontram sujeitos a atragao de forgas centrais, no caso particular da a lei da gravitagéo
universal, ou seja

Fooglim
r

De acordo com a figura 1 temos:

b

 [trajetéria do corpa) Onde o ponto m esta submetido a forga :

_ Mm _
F=-G—7t
r

. I'é o versor (vetor unitario) da direcéo de Fe:

e t=tempo ; Ms = massa corpo central ; m = massa objeto

A resolucao deste problema deve proporcionar as seguintes funcoes:

r=r(@)
8=0t)

As expressbes para a aceleracdo em funcdo das componentes normal e radial da
aceleracao sao:

A F Lo dl a8
E=F=ﬁ=arf+ann onde E|I=i‘—rl?2=ﬁ—r(ﬁj2
.z .dr d@ d'e
=2Ff+rd=2— —+
S dt dt dt

Mas nos sistemas de forgas centrais sabemos que a aceleracdao normal é nula = an=0,
portanto a aceleragao sera:

L . dF .
a=r=ﬂ?t2 =a,r
. d*r a0
= ﬂﬂ= _ _2
a =f-r 0 r(dt)

e lembrando que a equacao diferencial geral do movimento central neste caso é:

marf*f _ MﬁmF
dt r’
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4. RESOLUCAO DA EQUACAO DIFERENCIAL DO PROBLEMA

A equacao diferencial geral do problema pode ser decomposta em duas particulares:

ml[aIF+anﬁ) = —GM:HF £ a, = 0
r
temos ento:
mar= r r
ma,= 1 =a,= 0 {poiz m = 0} [2]

entdo a equacgao diferencial que temos que resolver sera:

. ., dir 48
a =t -ré? =_a!'t2 —r(ﬁjz

[1]

porém nao conhecemos as relacoes ‘r = rft) 6= 6(t) , mas lembrando da equaca o [2]
obtemos que:

an=0
— 10 +rB=10

dr 48 d4°8
_|_+r 2

dr dr 48 N c ool
= — = F=r
entretanto €t 48 dt

De 2r@+r0=10podemos obter €, ou seja:

. 2P . dé
g=-— £ COmo 8=—
r dt
. 48  2rl ] )
d=—=-— tmas r=r""'48
dt r
- Er’ﬂﬂ_ or' P a_dr
. " EComor T
'd_é—_z.d_r.l.ﬂ 2
4t do r [2a]

fazendo passagem de términos na [2 a] obtemos:



od 8 dr .

— g f=-2—08

dt r
dr

Iﬂ - _gj‘d_r
integrando agora a [3]: & r
2@ =-2nr + constante
=  InB@+2nr=C, = constante
@ +inr* =C| = constante

Inflr?) = C, = const.

1.
introduzindo a constante 1/2  lef— @ r*) = C, = const.
2

1 .
— 1?8 =2% = constante
portanto = | <

que nao € outra coisa sendo a velocidade areolar do ponto m na sua trajetéria, como
podemos observar na figura 2:

» Se a velocidade areolar é constante, entao:
"0s planetas varrem areas iguais em tempos iguais” .

A area do triangulo sera:




L - - 1
chamandoa — =1 temosque 1=Fx¥F=—/Txp)=—(F*m¥)=Fx¥
m m m
- 1 1, dA
mas ametade domodule de T vale —[Fx ¥ =—-r*@=-—-=
2 2 dt
1 R P
logo —1=A=—r*@
°g0 - or

L

s
ou — =r"f que como sabem os = constante, portanto
m

L . L 4 L
— =constante = @=—— = r'@=—[3a]
m mr m

podemos determinar agora a pattir da [3a] o valor de ré” pois

'[rf‘l‘:i)z _ [%]2

2 L2
& = 4
r m2r3 [ ]
Logo, para resolver a equacao diferencial [1] , ja4 temos o valor rE'ﬁporém falta

conhecermos o valor de . Para isto, e voltando agora & aceleragao radial:

F-ré’ =-G—*  [5]

observamos que



dr L
48 mr®
_dr L
" mdo
)
r/ mdd
L d [1]
~ m dolr
logo
. df df d@
"Tdt de dt
_dr
T
d L 411 L
ol 7ae)) ()
2 2

T - rf? = —GE2
r
L' a1 L M,
- mir? dﬂz N -r it = _Gr_z
+_ _ M2
: 1 M,m*
oll sEja A [r] +;= G 2

1

z
Fazendo r e substituindo, chegamos a uma equagéo diferencial [7] de facil resolugao:

[7] +tz=0G
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_ GM,m’

A solugéo geral da equacéo [7] compde-se de duas solucdes; a solugdo homogénea

7 [ ~ . II'
que provem de resolver '+ z= 0, e a solugéo particular

e Solucdo homogénea:

7, =e™(CcosB8+C, senf) ondea =0 e =1
ou sEja 2, = Cyros@+C, send

introduzindo agora as constantes % ¢ Qde forma que:

C
C,=Qrosl, e C,=Quzenl, tan @, =C—2

chegamos a
‘ %, = Qoor{0-8,)

e Solucéo particular:

e Solucdo completa:

I‘u‘I,m2
z=23 2z, = Qeos(@ -8, +G 12

de forma que

L = Qeos(8- )+ G
r = Qeos( o) 12

operando chegamos a

1 L*Q M, m
— = - * — + _ ¥
- [ LT o050~ 00) 16—
ou seja
L [8]
_ GM,m’
T I? que obviamente corresponde a equagao de uma conica

U G2 950 -080)  (Figura 3), cuja formula geral é:
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hipérhole r = P
parahola & =1 E:1 1+ ECOS(E - ﬂu)
I 1 \e P e
//"_em??‘\
— ou seja que:
- (1+e)f =1
= oM g
f

5. CONSIDERACOES PARA AS ORBITAS ELIPTICAS

Os parametros da elipse na Figura 4 sao:
Figura 4

a: semi-eixo maior

b: semi-eixo menor

X
c=a°-b?

e: excentricidade = c/a

// :
.

2\
Y,

f: distancia focal = 2{1~ ¢/
A: &rea da elipse = nab= ‘mg J1- e

T: periodo para uma revolugao

A equacao da elipse A equacao da elipse em
em coordenadas coordenadas polares é:
cartesianas é:

2

+ 2 2 h
(x C)l' +Y_ P p=?=a(1—e:"j

a’ b2=1 r=1+eca.§ﬂ

A velocidade com que o raio vetor r varre a area da 6rbita vale:



dA 1 4. 1

1—1=E=§rzﬂ tnas Ergﬁ=ﬁ=constante
. L
ol sEja A=— [9]
2m

T T T
. L L
A=[Adt=[—dt=—H[dt=—
m 2m Zm
LT
A=rxa’l-e' ==
2m
agora vamos isolar T:
B 2mma’-f1-e*
L
2
e oMm?
agora vamos a calcular T? lembrando que s ou seja:
T2 = 4x%a’
GM, 9]

porém para o sistema solar, Ms=massa solar, a=distancia média do planeta ao sol, T=seu
periodo de revolugao.

4x?

Olhando a eq. [10] é 6bvio que a quantidade GM, & uma constante para todos os

' T _ 4«

3 3
planetas do sistema solar. Assim temos que 1 * GM, onde os subindices 1,2,
representam os diferentes planetas. Tal é a 3. Lei de Kepler:

"Os quadrados dos periodos de revolugcdo dos planetas sédo inversamente proporcionais
as distancias medias do sol".

6. CALCULO DA POSICAO NA ORBITA ELIPTICA

Até agora descobrimos a funcao r=r(8), de forma que sabemos qual sera o tipo de curva
descrita pelo ponto m porém, falta conhecermos qual a funcdo que determina as
variagcbes de 6 em funcdo do tempo t, isto é, a funcdo 6 =6(t). Vamos desvendar o
mistério...

Sabemos que para a elipse, em coordenadas polares, a posicdo do ponto de massa m
esta definida pela relacdo r( 6 ), porém ndo conhecemos a dependéncia dos parametros r
e 6 em funcéo do tempo t. Vamos deduzi-las entao:
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a velocidade areolar é:

portanto, apds ter descrito um angulo 6 na trajetéria, em um tempo t, o ponto m tera
varrido a area A 6 que sera a resultante de integrarmos:

Ay t
A= ‘[dA=JAdt —dt——‘[cx’t——t

porém para termos os limites de integracao em funcéao de 0 :

e eliminando #t:

1
d A= Erg g que agora podem oz integrar

Ay a
1 Lt
Aﬂ='1‘dﬂ=‘[§r2dﬂ = o
portanto 1]
afl-e*)
p=—
Substituindo I+ecoz8 g integral acima e multiplicando por 2, temos:
L a ] 2 1_ 2.2
[_]-t - e - A0y
m J {1+ ecosd)

entao

]
1
= a‘f1-¢e* zw[idﬂ
( / (1 +ecasﬂ:l2

o iaq_ 32 esind B 1 ° 1 _
a’fl=e’) {I:ez—ljl(l+ecosﬂ) (é2—1]1(1+ecasﬂ)dﬂ}

_ a‘fl1-e* F | esind 1 70
Izgj—ljl 1+ ecosf J 1+ecosﬂ)
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i ]
1
—d
(1+ecas8) ‘.
sera:

porém para a elipse = e < 1 = €% < 1 logo a solugéo da

o 1 Iy 2 ) 1-e ) [&]
 E—— = EF TR aZX —
J(1+E€033) 1- e f1- ¢ 2

logo

Lt a‘f1-e*)* | esin® 2 ) 1-e ; [ﬂ]
—= - arelan| ———fan| - =
m (93—1] ltecos® .J1-a2 NI 2

Ly 4 4 esind 2 l1-e 8
[E]t = -a“(l-e ){]+ECGSE wh—Tamml mzan(@]}

Esta formula é muito bonita porém, o resultado obtido é o inverso que desejavamos, na
verdade nés queriamos 6 =0 (t) e acabamos obtendo t=f(6 ). E facil observar que despejar
0 nos leva a uma equagao muito complexa, ou seja, devemos encontrar outro método.

[12]

Introduzimos agora uma quantidade auxiliar E denominada anomalia excéntrica, que
cumpre

a seguinte condigao:

f.cm(%) = E zan(%)

[123]

que equivale a dizer que

& = Zarctan [E zam(%)]

entdo introduzindo a [12a] na [12], temos:

L) ar; _ ay| esen@® K
(L)e- vtz 2]

entretanto se pode demonstrar que para a quantidade auxiliar E introduzida:

[13]

A1-e
Sé‘?EE—m'Sé‘?ﬂﬂ
dof sen B _ sen @
eforma que -7 1+ecosd
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substituindo esta ultima na [13] chegamos a:

(1) 2 2 [ esend E

LHJt - Iil ¢ ) 1+ ecas@ N,lr‘l—ez -

I"L‘I [ E E 2 -1_ 2

—|t= —a:"l[l—e:") i --2 ( E:I[ESE?EE—E]
\ 1L _xin'r'l—laj4 x.n'rl—laj4 \.n'r'l—laj4

logo

m

[E]t =a*J1-e’(E-senE)

[14]
» Vamos definir agora as constantes para o calculo pratico, como:

_ 2mab 2xa’+f1-¢’

L
— = —— = constante =
m

T T [15]

para o planeta Terra = T=T; e ai= 1 ua (unidade astronémica),

= logo para um planeta qualquer com T, a, temos (aplicando [10]) que:

a; _ T _ 1 aja” _ a_%
a~ T T T4 T, [16]

L ~ 21— e’ aza_%

e substituindo a [16] na [15] obtemos: ™ Ty

ou seja que a [14] fica:

[E]t - a?f1- ¢ (E - esenE)

m

- elala
2evl7e’a’a t=a’1-e*(E - esenE)

T, -

[17]
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Esta dltima formula é basica, pois € a empregada no calculo das efemérides.

As seguintes denominagbes sao as usuais:

+
Earctanlqlli — e fan (%)]
0 = anomalia verdadeira [radianos] = ¢ [18]

1-e
2arctan J; tan %) [radianos]

a = distancia média ao sol [ua] (unidades astronémicas)

E = anomalia excéntrica =

k]

Zxa

Ty

n = movimento diurno médio =‘ [radianos/dia]

2 radianos 2
, ‘ua
365,256 dia

n=Kk ﬂ_é

onde k=constante de Gauss= [18a]

M = anomalia média = n At [19]

‘ M=E-esen(El [radianos] [20] {farmula de Kepler)

logo as férmulas reduzem-se a:

M=nt
M=E-e:zniE)

sendo t = tempo apos passo pelo periélio, em dias.

Tt = ano trépico = 365.256374 dias

O processo de célculo se reduz a determinar a anomalia média M [19], e de posse desta
procedermos a calcular a anomalia excéntrica E que satisfaz a equacdo de Kepler [20],
logo calculamos 6 segundo a [18]. Com 6 calculamos r , 0 que determina a posicado do
ponto m na érbita. A resolucdo da Equacdo de Kepler é realizada por iteragoes
sucessivas, de forma que o algoritmo de célculo € o seguinte:

A t=T-Tp onde Ty e a data da ultima passagem pelo periélio

a = distancia média ao sol
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Nota: Normalmente o tempo da passagem T, esta dado em dias Julianos Jp, de forma
que a data de calcula também esta em dias julianos e o calculo de A t se reduz apenas a
encontrar a diferenca (em dias julianos) entre T e Ty.

O diagrama de fluxo do algoritmo é:

E=E,
¥
8= Eam:tan[E fan[E/{J:| [radianos]
Fizura 5

passadem pela
periélio

Vamos fazer um exemplo de aplicacao: caso Jupiter
a=>5.208174 ua ; e = 0.049284
T =2450896.510556 dj =24 Marco 1998

To = 2446966.84378 dj =24 Junho 1987 (periélio)
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At =3929.666776 dj

n =0.00144728573606
M=nAt=5.687350672374 radianos ( =325°.861190138)
E=M= 5.687350672374

E1=M+e senE= 5.659692503366
Es-E=-0.0276581690088

E=E = 5.659692503366

Ei=M+e senE=5.658575010
E¢-E=-0.001117493
E=E4=5.658575010

Ei=M+e senE=5.658530316
E1-E=-0.000044694
E=E;=5.688530316

Ei=M+e senE=5.658528529
E;-E=-0.000001787

E=E=5.658528529

2 tan| )

1+ tan* E
e como senE = " ( @ =-0.584818898 = <0 = estamos no |V quadrante!

8, = Eﬁrctan[». ’E ﬁan(%)]

0 =21+ 6¢=2n+ (-0.654082984) = 5.629102324 radianos = 322° .5238

= -0.654082984

1- 2
r —u = afl-ecasE;)

 1+ecost = 4.999964739 ua

logo

Segundo a efemérides, para a data 24/03/1998, a anomalia média vale 325° 33’35 ” , a
distancia ao sol é 5.00079 ua. Comparando com nossos valores, nossa anomalia média
foi 325° 517407 , e a distancia 4.999964739 ua (uma diferenca de 0.016%). Vale a pena
lembrar que na data da passagem pelo periélio existia uma imprecisdo quanto a hora, se
a tivéssemos sabido, a diferenga seria ainda menor! Também, se considerarmos que
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Jupiter da uma volta em 11.86 anos, desde o periélio até a data de calculo passaram-se
10.758 anos, ou seja um pouquinho menos de 1 revolugcdo, o que concorda com NOSsos
célculos.

Apo6s conhecermos a posicao na oOrbita, e sabendo os paradmetros orbitais (1: inclinagdo da
orbita respeito da ecliptica, Q : longitude do nodo ascendente e ® : argumento do periélio)
podemos passar das coordenadas polares para as retangulares (coordenadas
heliocéntricas orbitais), para as heliocéntricas eclipticas, e conhecendo a posicao da Terra
(em coordenadas heliocéntricas eclipticas, a diferengca nos da o vetor Terra-Jupiter, ou
seja as coordenadas geocéntricas eclipticas de Jupiter, entdo apenas falta uma ultima
passagem, para as coordenadas geocéntricas equatoriais ( r: distancia Terra-Jupiter , o
ascensao reta, d: declinagdo). Tais calculos efetuam-se empregando matrizes e analise
vetorial (formulas de Euler).

Para facilitar o cébmputo da anomalia verdadeira e a determinagdo do quadrante em

questao, talvez resulte mais Util o emprego das seguintes férmulas, lembrando que a
férmula:

8, = Eﬁrctan[». ’F ﬁan(%)]

e IV quadrantes.

retorna o argumento 6 no seu valor principal, ou seja 6 o, no |

coskE —e 0 J1- e senE

1-ecasE 1-ecosE

Assim:

cos8=0sen0>00=0=00=090°
cos0=0sen6<00=0,=09=270°
cos60>0s5en0>00=00=00>0°0°<6<90°
cos0<0sen6>00=180°+69=6<0°90°<06<180°
c0s6<0senfB<00=180°+6p=600>0°180°<0<270°

cos0>0s5en0<00=360°+07=07<0°270°< 06 < 360°

Também, na hora dos calculos, devemos observar o seguinte:

« O movimento diurno médio n = k a™-° pode ser expressado tanto em [ radianos /
dia] como em [ °/ dia]. Ou seja, a constante de Gauss k, pode ser expressada em:

k = 2n/ 365.2564 [ radianos / dia ]

k = 360°/ 365.2564 [ ° / dia ]



19

e A anomalia média M = n At podera entdo estar expressada em [ radianos Jou [ ° ].
Normalmente as tabelas ou efemérides proporcionam Mem [ °].

» Para o célculo da Equacéao de Kepler, é obrigatério o emprego de M em [ radianos
], e o valor de E obtido também esta em radianos. Se é desejado se pode converter
E para [°] e calcular os valores de seno, coseno e tangente; entretanto se E néao
estiver dentro de uma fungdo trigonométrica, entdo E devera ser tomada em
radianos!

. Se a ultima passagem pelo periélio ocorreu ha mais de um periodo do planeta,
entdo o coOmputo da anomalia média certamente dara um valor superior a 360° ou 2%
radianos (6.2831853...). Neste caso é melhor reduzirmos a anomalia mé dia para o valor
fracionario de um giro completo. Expressando M em radianos ou graus sexagesimais,
esto se reduz a seguinte formula:

R R ERENCE EoRTE P

onde IP representa a fungao que nos da a parte inteira do argumento contido.
Vejamos um exemplo:

Se M = 9.28 radianos = 531° .7048339, entao
Mcaicutofrad} = [ (9.28/2n ) - IP(9.28/2m)]2n = [1.4769579 - 1121 =

= [0.4769579]2 n = 2.9968147 rad

Mcaicuto { °} = [ (531° .7048339/360°) - IP(531.7048339/360 °)]360° = [ 1.4769579 - 1]360°

[0.4769579] 360 ° = 171° .7048339

logo é evidente que 2.9968147 radianos = 171 °.7048339

7. CONSIDERAC@ES SOBRE A CONSTANTE DE GAUSS, O MOVIMENTO
DIURNO MEDIO E A FORMULA DE KEPLER

. CONSTANTE DE GAUSS E MOVIMENTO DIURNO MEDIO

L
—]t =a‘y1-é*(E - senE)

Dada a equacéo [14] : [“‘ , € COMo:
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Aelipse=7fab=7t a’+1-e’

o
t
[m = 2A; (sendo A; a area varrida até o instante t)

resulta que a equagéao [14] equivale a:

A

SA, - —2

x [20a]

que encontramos foi a expressao do dobro da area orbital varrida em um tempo t desde o
periélio. Por outro lado, se na eq. [20a] isolamos M obtemos a eq. [20aa], logo podemos
derivar a eq. [20aa]:

Ay
A

M-=2x t

re ]
dipse [20aa]:>A1t AT [20aaa]

A,

Prestando atencdo na equacao [20aa] vemos que 0 quociente [g“-‘l"‘-‘] nao € outra coisa
sendo a expressao em forma de % da é&rea varrida respeito da area total; porém, M é um
angulo dependente dp tempo t, de forma que o produto 2n .% da um angulo proporcional
a area varrida, ou seja ao tempo t. Isto faz pensar num movimento circular. Na eq. [20aaa]
verificamos a proporcionalidade entre o tempo t do movimento circular e a area varrida A;
(pois a velocidade angular é constante na circunferéncia), ou seja, se falamos de um setor
circular varrido em um tempo t igual a 25% do periodo T obtemos 25% da area do circulo,
entdo o angulo do setor serd 25%.2n = m/4 radianos ou 25%.360° = 90° . Estas
consideracdes levam a pensar que talvez M esteja relacionado com algum tipo de
circunferéncia auxiliar; ou seja, a orbita e circular e a velocidade angular é constante.
Quando tratarmos da Equacao de Kepler veremos que esta idéia é absolutamente valida.

Analisemos agora as dimensdes da constante L/m. O momento da quantidade de
m

IIl.
movimento [L] tem a dimensao { 8 }, a massa [m] ={kg}, de forma que a dimensao
do quociente {L/m} é {m?s}, que multiplicado pelo tempo t nos d& uma superficie. Isto
resulta bastante claro se observamos o membro direito da equagdo [14], onde o Unico
fator ndo adimensional é o semi-eixo maior da érbita a elevado ao quadrado. E claro que
pouco interessa se a esta em metros ou unidades astrondmicas, a superficie ser4 sempre
{m? ou {ua?.

Examinando agora a equacao de Kepler, seja na sua forma dada pela equacédo [17],

2x
““a*t=E-esenE

segundo a qual: T , OU na sua forma dada pela equacéo [20], segundo
aqual: M =E - sen (E) , vemos que néo existe fator dimensional, exceto o valor 2 © , que
esta expressado em radianos, ou como ja vimos antes, em graus sexagesimais (nao
esquecer que para operar no lado direito da expressao devemos trabalhar em radianos!).

E interessante entender o que significa a constante de Gauss:
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L
[—]t =a‘y1-e'[E - senE)
Vamos igualar a eq. [14]: *™ , com a [20]: n At = E - sen(E), para
isto tomamos a eq. [14] e isolamos E - sen(E), de modo que agora temos:

]!

E - sen(E

comparando esta ultima com a eq. [20] chegamos a:

_ a(e —1)
r- 1+ ecost

ou seja:

L = n =
a®~f1-e?

[21]

(1+elf = L%M ,
+M" deduzimos que :

porém da eq. [8 a]:

Lan =GM;(l+ef = % = JOM (1 +e)f ecomo (1+e)f =all-e¥)

= . JGM "+fa(l+e)

entdo: m , de forma que introduzindo este valor na equacgao [21]
temos:

por outro lado, da equacéo [10]: GM de forma que

temos:
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2
JOM, =2x=—

T | portanto a equacéo [22] do movimento diurno médio fica da seguinte

forma
4 A a” g
n = a® JGM, =a 'EKT = k'a
- 2 oK -

Il=a')£'»\GMS = bl =—Ia”§

ou seja: T Ty [24]
P

k=.[GM, - 2x—

do qual: T [25]

portanto, uma maneira de encontrar k e utilizar os valores de a e T terrestres, de forma
que se a =1 ua, e T = Ty, (atencao que para qualquer outro planeta, k se calcula pela
[25]),entdo0:

_21:

VO T [26]

tal como foi feito na [18a] quando introduzimos a constante de
Gauss.

Calculemos entao o valor de k segundo a eq. [23], para isto devemos passar as unidades
de [G]

m3 1.13.3 m3 m3

= (ke s } para { k& dia’ 1, ou seja que se G [ ¥& s ]=6.67 10" ke =" entdo:

3
ua

kgdia’ | - 6,67 107

3
m

kg ¢ (1ua/1.495979 10'"" m) 3 (86400 s/dia)? =

G

—

3
ua

kg dia®

3
ua

G [|kedia’ 1 1.4872 10

e como Ms = 1.991 10%° kg entio: —k = OM; _ 0172076 = 0.0172

0 que concorda com o valor introduzido pela equacgao [26] pois:

2K

k = —
Tr _ o1/ 365.2564 dia = 0.017202

Resumindo:
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« O movimento diurno médio (n) ndao é sendao uma expressdo da velocidade

angular média do planeta (), que resulta de imaginar a sua 6rbita circular, de
6- 2%/
forma que T,

A anomalia média (M), da a idéia do angulo do setor circular varrido até o instante
t, se a Orbita fosse circular.

» A constante de Gauss (k) € um valor constante para o sistema solar, portanto de
igual valor para todos os planetas. Digamos que k quantifica a "grandeza

gravitacional" do sol, pois k = ‘W GM

, OU seja sua capacidade de influir gravitacionalmente sobre outras massas. Como dato
interessante, esta "grandeza gravitacional”, multiplicada pela distancia média do planeta
ao sol (elevada a 1.5), nos da o movimento diurno mé dio, ou seja como o planeta se
comporta a essa distancia do sol.

. AEQUACAO DE KEPLER

Quando resolvemos a equagao [12], introduzimos o parametro E tal que se cumpria a

E/- |17 /8
fan fan
relagdo dada pela equacgao [12a] : (A) l+e (é) Resta perguntar agora o que a
eq. [12a] significa.

Vamos dar uma olhada na Figura 6:

Nesta figura observamos o
sol, dado pelo ponto S, a
posi¢ao do planeta, dado pelo
ponto P, na sua orbita eliptica
de periélio SQ excentricidade
e, e dimensdes orbitais a e b.
Agora tracamos uma Orbita
circular de raio a e centro O,
que obviamente n&o coincide
com S, nesta Orbita circular

3 temos um planeta imaginario,
de idénticas carateristicas a
P, denominado P’.

sircunferéncia

e=cla

Este planeta P’ tem o mesmo
periodo orbital T que P
porém, movimenta-se com

\ velocidade angular uniforme

_ (j& que a odrbita € circular).
Figura & Resulta evidente que a
velocidade angular do planeta
P’ vale 2n /T, mas isto ndo é

outra coisa senao o movimento diurno médio do planeta P.
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A posicao do planeta P em coordenadas polares de centro S esta definida pela anomalia
verdadeira (0 ), e o raio vetor (r). A posicao do planeta P em coordenadas polares de
centro O(excéntrico respeito de S) esta definida pela anomalia excéntrica (E), e o raio
vetor (a).

Vamos demonstrar agora a correspondéncia entre as posicoes de P e P’ tal como
mostradas na Figura 6. Analisando a figura observamos que a componente horizontal do
raio vetor a de P’, vale acosE. Este valor é igual a distancia ¢ + x, mas ¢ = ae, € X = rcos

alil - 32]
1+ ecasb (elipse com o centro de coordenadas polares centrado

al[l - ej)cosﬂ
o B _ acosE = ae + ——
no foco direito), entdo podemos dizer que: 1+ ecosd

6. Lembrando que r vale

Ap6s operarmos nesta igualdade podemos encontrar o valor de cosE, ou seja:

e+ cosl
caosE =

1+ ecosd [27]

1-casE
Lembrando das funcdes trigonométricas que 1+cosE podemos introduzir a
equagao [27] nesta dltima, de forma que:

) (E/) _\{1_CGSE _Jl+ecosﬂ—e—cosﬂ _ (1-elll-cosd) Jl—eJl—cosﬂ
2 1+ cosE 1+ecos@+e+cosl (1+el(l+cosd) 1+el1+cos@
1-cast 1-e
- ) o — || i)
tmas 1+ cosd —r.cm(é) assim: = Ean A) = 1+Ef.cm(é)

que é precisamente a equagao [12a], tal como queriamos demonstrar. Agora sabemos o
real significado do conceito anomalia excéntrica.

8. CALCULO DE ORBITAS NAO ELIPTICAS: ORBITAS PARABOLICAS E
HIPERBOLICAS

« CALCULO DAS ORBITAS PARABOLICAS

Quando chegamos a equagao [8aa] que nos dava a formula geral da conica, continuamos
nosso raciocinio assumindo que 0 < e < 1, logo, para chegar até a equacao de Kepler,
introduzimos o valor de r n? calculo da integral dada pela equacéao [11]. Para o caso das
Orbitas parabdlicas, sabemos que e = 1, porém vamos refazer a integracdo da [11]
considerando a equacao da parabola (que resulta de introduzir e=1 na eq. [8aa]).

Vejamos a Figura 7: a distancia focal SQ do sol a passagem pelo periélio, foi chamada de
f; a excentricidade da elipse vale e = 1, assim colocando estes dados na equacgéao [8aa]:
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_ (1+e)f of

= r=
1+ecaos®  chegamos a equagéo da 6rbita parabdlica: l+cos® | Agora, apenas por
uma questao de nomenclatura, denominamos a distancia focal f de q, ou seja q =f.

Portanto a equacao da parabola é:

' 1+ecos8 [28]

L a
DA, = [—]'t = [r*de
m L1}

Agora vamos fazer a integracao:
pela eq. [28].

, introduzindo o valor de r dado

L _ T _ 4q’ _ a2 8 1. a8
[E]t = ;[r g8 = deﬂ = 4y '[Efﬂm(@+giﬂﬂ (é)]
=2¢* -[mn[%) + %za;f [%)]

porém como

()

L
m
L
m

5

\,I‘GI‘-JTS : \,"[1 +e)f enaparabolae=1 ef = q resulta que:

SOV 2o

entdo:

isolando agora o termo das tangentes:

[(%%(%]mf e

ou seja que:

Ian(%)+%zan3(%) = JGM E-lel_’ t

[29]
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equacgao analoga a [17] no sentido que na sua resolucédo obtemos o valor de 6.

Neste caso temos que resolver uma equacao cubica em tan(6/2). Pode-se demonstrar
que esta equacao tem uma raiz real (a que nos interessa) e duas imaginarias. Existem
bastantes métodos de resolugdo. Propomos o Método de Newton, que diz: Se xp € um
valor aproximado da raiz da func¢ao f(x)=0 entdo como aproximagdo mais exata se toma

fix,)

LS Y
F'(*3) substituindo agora Xy por Xo obtemos uma melhor aproximacao xa.

Logo, para nosso problema (resolucao da equacao [29]):

o Para facilitar os célculos:

multiplicamos a eq. [29] por trés e chamamos a tan( 6/2) = E, ou seja a equagao

[29] passa agora a ser: E3+ 3E-M =0

o o
3LGM,  — =3k '—— k= constante de Gauss

e definimos M =n.t,onden = P 2
» aplicamos 0 método de Newton, de forma que denominando Eq ao valor

aproximado da raiz, o proximo valor sera:

f(E
E1=Eu—f,((E“)) ¢ como f(E)=0 = f(B)-E*+E-M-0 f(E)-E +3-3E +1)
0
pop B0 tTE oM TE(E)+1)-(B ¢, -M) R+ %, -Ej- %8, +M 2K +M
178 = = =

£ +1) AE;? +1] 3E,? +1) 1B, +1)

_ 2E;+M

E;, = m

ou seja [294]

Este valor ser4 iterado até que f( E;) =~ 0 , por exemplo até que | f( E;) | = 10%.
e A primeira aproximacao, isto é Eg, vale Eg =0
» iteramos entdo de acordo ao seguinte algoritmo em QBASIC da Microsoft:

10 M = nt
20E=0

30 Ey = 2E3+ M/ [3(E? + 1)]

401F | E;®+3E;-M | >10® THEN
50 E = E; : GOTO 30

60 END IF

700=2. Afan(E)
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« CALCULO DAS ORBITAS HIPERBOLICAS

a(e2 - 1)

po
Neste caso se procede como no anterior, lembrando que se e > 1 entdo 1+ecos @ pois
segundo a definicao na hipérbole, ¢ > a = f = ¢ - a = (1+e)f = (1+e)(e-1)a = a(e?-1), logo:

8 8 2.2 42
[L].tzj‘rﬂdﬂ = Md’ﬂ=

m J (1+ ecosf )
L 3 eszn O 1% de
—l1't = a2 _1 —
[m] 4 I[E :l [I[e2 - l)l:l + peosl) I[eg - 1)1[(1 + ecasﬂ)]
entdo:

[%]'t:az("g'ﬂ recost) F [ ;)) J,a—_

[30]

Vamos agora fazer algumas consideragdes a respeito das fungdes trigonométricas
hiperbdlicas, para isto tomamos o fator dentro do logaritmo natural na equacao [30]:

an[%+u‘ﬁ _ ﬁf:;:‘-m”(%-kl
cm[%)— e’ -1 :—Iﬁan(%)—l

=1

Z 11 zcm(%)

e se

entao temos que:

i
= i» Jet 1 CM[A) = EArCr.cmﬁz[,.f f.cm %]

mn[% -1
=z Arcm?zk(zanﬁz(%)) =F
loge chamande a Ezan(%) = ianﬁz(%)
:; 1 zan(%) +1

resulta oue: i =E [31]

\jz;}ﬁan(%)-l

podemos agora calcular o valor de senh(E), ou seja:
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Ezanﬁz(%) m sen ("'y) (e+cos (%) ﬁfﬁ sen B

senh(E) = l—zankg(%) ﬁ Cﬂs(fy) (1+ecos8) " Tvecost

sinl _ 1

1+ecosl® e -1

senh B [532]

logo se deduz que

assim, introduzindo as equacdes [31] e [32] na equagéo [30] obtemos:

sen A G4) +Je’ -1
&]'tz"‘g("j‘ﬂ_“*"k(mc:sa) F [ aﬁ N

%'t=aglzez—ljl-2'rsefk_E - 21_ Eb| = a2 (Ezz__ﬂ[esenﬂzE—E]
e 1) Vet Jet -1

[E] ‘t=atvfe — 1+ (esenk(E) - F)

[33]

lembrando agora que na equacao geral das conicas [8], o numerador representa o
parametro p que vale (1+e)f, entdo, de acordo com a eq. [8a] obtemos, como principio
geral para as érbitas conicas:

= 0 1+ elf etinhamos feitof = q entac
= JGM, L1+ elg

_ _ 2
porém na definigao inicial de hipérbole tinhamos visto que‘ (1+e)f = (1+e)q=ale 1), ou
seja que:

de forma que introduzindo a eq. [34] na equagéo [33]:
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[L] 't = a’ofe 1 (esenk(E) - E) [33]

GM, a5t = esenh(E)-E [35]

e como a = ¢q/ (e-1) para a hipérbole, entdo a eq. [35]:
JOM, 'a %t = esenh(E)-E [35]

]
G, ([‘W t = esenk(E)-E
o

[36]

Equacao parecida a obtida no calculo das 6rbitas elipticas, neste caso a resolugao da eq.
[36] é idéntico ao da equacgéao [17] ou [20], ou seja:

E = e senh(E) - M
M=n.t
E]
n= k(E_ 0 onde‘k = {GM




