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INTRODUÇÃO

Muitas são as dúvidas dos alunos ou acadêmicos quanto ao emprego e utilização da matemática. Com a intenção de mostrar a aplicabilidade dos conceitos matemáticos, apresentaremos neste trabalho uma aplicação das coordenadas esféricas.

Para isso será abordado primeiramente o conteúdo teórico sobre o assunto, com demonstrações e deduções das fórmulas a serem trabalhadas no decorrer do trabalho e em seguida mostraremos como utilizar  as coordenadas esféricas para determinar a distância de dois pontos (cidades) no globo.

A Copa do Mundo

Um pouco de História das Copas

De quatro em quatro anos, seleções de diversos países do mundo se reúnem para disputar a Copa do Mundo de Futebol (torneio de futebol masculino).

A competição foi criada pelo francês Jules Rimet, em 1928, após ter assumido o comando da instituição mais importante do futebol mundial: a FIFA (Federation International Football Association).

A primeira edição da Copa do Mundo foi realizada no Uruguai em 1930. Contou com a participação de apenas 16 seleções, que foram convidadas pela FIFA, sem disputa de eliminatórias, como acontece atualmente. A seleção uruguaia sagrou-se campeã e pôde ficar, por quatro anos, com a taça Jules Rimet. Nas duas copas seguintes (1934 e 1938) a Itália ficou com o título. Porém, entre os anos de 1942 e 1946, a competição foi suspensa em função da eclosão da Segunda Guerra Mundial. 

Em 1950, o Brasil foi escolhido para sediar a Copa do Mundo. Os brasileiros ficaram entusiasmados e confiantes no título. Com uma ótima equipe, o Brasil chegou à final contra o Uruguai. A final, realizada no recém construído Maracanã (até então o maior estádio do mundo) teve a presença de aproximadamente 200 mil espectadores. Um simples empate daria o título ao Brasil, porém a celeste olímpica uruguaia conseguiu o que parecia impossível: venceu o Brasil por 2 a 1 e tornou-se campeã. O Maracanã se calou e o choro tomou conta do país do futebol. O episódio ficou conhecido como Maracanazzo.

O Brasil sentiria o gosto de erguer a taça pela primeira vez em 1958, na copa disputada na Suécia. Neste ano, apareceu para o mundo, jogando pela seleção brasileira, aquele que seria considerado o melhor jogador de futebol de todos os tempos: Edson Arantes do Nascimento, o Pelé. Quatro anos após a conquista na Suécia, o Brasil voltou a provar o gostinho do título. Em 1962, no Chile, a seleção brasileira conquistou pela segunda vez a taça.

Em 1970, no México, com uma equipe formada por excelentes jogadores (Pelé, Tostão, Rivelino, Carlos Alberto Torres entre outros), o Brasil tornou-se pela terceira vez campeão do mundo ao vencer a Itália por 4 a 1. Ao tornar-se tricampeão, o Brasil ganhou o direito de ficar em definitivo com a posse da taça Jules Rimet.

Após o título de 1970, o Brasil entrou num jejum de 24 anos sem título. A conquista voltou a ocorrer em 1994, na Copa do Mundo dos Estados Unidos. Liderada pelo artilheiro Romário, nossa seleção venceu a Itália numa emocionante disputa por pênaltis. Quatro anos depois, o Brasil chegaria novamente a final, porém perderia o título para o país anfitrião: a França.

Em 2002, na Copa do Mundo do Japão / Coréia do Sul, liderada pelo goleador Ronaldo, o Brasil sagrou-se pentacampeão ao derrotar a seleção da Alemanha por   2 a 0.

Em 2006 será realizada a Copa do Mundo da Alemanha. A competição voltará para os gramados da Europa. Espera-se um evento muito disputado e repleto de emoções, como sempre foi.

Rumo à Copa


O sonho de todo brasileiro é poder assistir esse grande evento, porém é um sonho de poucos, pois além de ser um evento caro, um dos principais problemas é a distância. Mas como somos muito persistentes, a fim de diminuirmos os custos de viagem pretendemos partir de Nobres–MT direto para Frankfurt (Alemanha) em “linha reta”.  


Porém, um problema deve ser levado em conta nessa viagem, qual será a menor distância entre essas duas cidades?


A distância que estamos procurando é o comprimento do arco de circunferência que liga essas duas cidades. Ou seja, o comprimento C do arco de circunferência obtida através da intersecção de um plano α com a esfera (globo) que passa pelas coordenadas das duas cidades conforme a figura abaixo:
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                                                                      α
Para determinar C precisamos encontrar o ângulo β formado pelos dois vetores representados pelas cidades Nobres (N) e Frankfurt (F), logo temos que    2 rad é o ângulo interno de uma circunferência de comprimento 2R, assim o comprimento do arco C do setor circular de ângulo interno β é dado por:

2 rad_________ 2R

β rad_________ C

Portanto a distância que procuramos é dada por:

                                                X = β • R






(1)


Como R é o raio da Terra e vale aproximadamente 6.400 Km, resta agora determinar o ângulo β.


Para isso precisamos determinar os dois vetores posição de N e F, que são vetores no espaço dados pelas coordenadas cartesianas (x, y, z). Porém as coordenadas das cidades N e F são coordenadas geográficas, ou seja, latitude e longitude. 


Contudo, devemos lembrar que as posições das duas cidades no globo são dois pontos sobre uma esfera, assim podemos converter suas coordenadas geográficas em coordenadas esféricas.


Define-se Sistema de Coordenadas Esféricas da seguinte forma:

Seja O (pólo) um ponto no espaço E3 pelo qual passa uma reta orientada z (eixo polar) e P um ponto do espaço tridimensional. 

Dado o ponto P, ficam determinados os três números ρ, θ e ø, que são suas coordenadas esféricas, tais que:

P = (ρ, θ, ø), onde: 

ρ = OP, a Distância Polar, ou Raio Vetor de P;

θ a Colatitude de P – É a medida do ângulo que o eixo polar (z) forma        com OP;

ø a Longitude ou Azimute de P – É a medida do ângulo formado entre o eixo das abscissas (x) com a projeção do Raio Vetor (ρ) no plano xy.

A representação gráfica se segue na figura abaixo:
[image: image20.png]



Podemos observar que as coordenadas geográficas apresentam relações com as coordenadas esféricas, sendo assim, transferindo o Sistema esférico para o centro do Globo terrestre, fazemos as seguintes relações:
O ponto O está localizado no centro da Terra, sendo x um eixo que parte do centro cruzando o Meridiano de Greenwich, y representando a Linha do Equador e z o eixo polar, partindo do centro e cortando os pólos, ficam válidas as seguintes analogias:
· Para Longitude Leste, mantém-se o mesmo valor;

· Para Longitude Oeste, onde a coordenada é negativa, utilizamos:
Longitude = 360º - Longitude Oeste;

· Para Latitude Norte, mantém-se o mesmo valor;

· Para Latitude Sul, onde a coordenada é negativa, utilizamos o mesmo valor;

Lembrando que a Colatitude é o complemento da latitude, então:

· Colatitude = 90º - Latitude                                                                    (2)
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Tendo em mãos as coordenadas esféricas de N e F, podemos transferí-las para o Sistema Cartesiano, de forma a utilizar a fórmula abaixo para determinação do ângulo β procurado.
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         (3)

Sendo assim, dado um terno ordenado de números reais, é possível localizar no espaço um único ponto do qual os números do terno são as coordenadas esféricas.

Passagem do Sistema Esférico para o Sistema Cartesiano Ortogonal

Um ponto P dado, tem projeções sobre os eixos cartesianos ortogonais em Px, Py e Pz. O ponto P’ é a projeção de P sobre o plano cartesiano xy. 

Ver Figura 02.
Em relação aos dois sistemas, tem-se:

P = (x,y,z) → Coordenadas cartesianas de P.

P = (ρ, θ, ø) → Coordenadas esféricas de P.
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Por construção, tem-se que OP’ = PPz. Do triangulo retângulo OPPz, obtém-se: 
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Do triângulo retângulo OP’Px, obtém-se: 
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Por ambos os triângulos, tem-se que:

[OP’]2 = x2+ y2
[PPz]2 = x2+ y2

ρ2 = [PPz]2 + z2

ρ2 = x2+ y2 + z2

Passos seguidos para resolução:

· Sejam dadas as coordenadas geográficas das cidades:

Nobres:

Latitude Sul: 


14º 43’ 13,5”

Longitude Oeste: 

56º 19’ 42,4”

Frankfurt
Latitude Norte: 

50º 07’ 48,0”

Longitude Leste: 

08º 40’ 05,4”

· Transferimos essas coordenadas (graus, minutos e segundos) na unidade de cálculo: Grausº. 

Nobres:

Latitude : 


-14,7204º

Colatitude (θ): 

90º – (-14,7204º) = 104,7204; conforme (2)
Longitude (ø): 

-56,3284º = 303,6716º

Frankfurt
Latitude : 


50,1299º

Colatitude (θ):

90º – 50,1299 = 39,8701; conforme (2)
Longitude (ø):

8,6681º

· Desenvolvimento dos cálculos utilizando as fórmulas de conversão do Sistema Esférico para o Sistema Catesiano:

X = ρsenθcosø

Y = ρsenθsenø

Z = ρcosθ

Nobres:

Dados:

ρ = 6.400 (neste caso específico, podemos considerar ρ = 6,4; devido às simplificações na fórmula)
θ = 104,7204º

ø = 303,6716º

Coordenadas Esféricas de Nobres: 
N = (6,4; 104,7204º; 303,6716º)

Conversões:

X = ρsenθcosø

X = 6,4 • sen104,7204º • cos303,6716º 

X = 6,4 • 0,9672 • 0,5543
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Y = ρsenθsenø
Y = 6,4 • sen104,7204º • sen303,6716º 

Y = 6,4 • 0,9672 • (-0,8322)


Z = ρcosθ
Z = 6,4 • cos104,7204º

Z = 6,4 • (-0,2541)


Frankfurt
Dados:

ρ = 6.400 

θ = 39,8701º

ø = 8,6681º

Coordenadas Esféricas de Frankfurt: 
F = (6,4; 39,8701º; 8,6681º)
Conversões:
X = 6,4 • sen39,8701º • cos8,6681º 

X = 6,4 • 0,6410 • 0,9886


Y = 6,4 • sen39,8701º • sen8,6681º 

Y = 6,4 • 0,6410 • 0,1507


Z = 6,4 • cos39,8701º


· Estas são as coordenadas cartesianas das duas cidades: 

N (3,4319; -5,1514; -1,6262)
F (4,0558; 0,6183; 4,912)


Com as respectivas coordenadas cartesianas, podemos aplicar diretamente em (3), sendo que o vetou u chamaremos de N e o vetor v de F
Portanto: 


Fazendo n • f, temos:

n • f = (Xn • Xf) + (Yn • Yf) + (Zn • Zf)

n • f = (3,4319 • 4,0558) + [(-5,1514) • 0,6183] + [(-1,6262) • 4,912]

n • f = 13,9191 + (-3,1851) + (-7,9879)

n • f = 2,7461

Como a norma de N e norma de F correspondem ao comprimento do vetor, que é de 6.400Km, também para os cálculos será considerado 6,4 devido às simplificações na fórmula.
||n|| • ||f|| = 6,4 x 6,4 = 40,96
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· Aplicando o arc cosseno, determina-se o ângulo entre as duas cidades, representado pelos vetores N e F.

β =   86,1557º

· Convertendo de Graus para Radianos:

360º 
_________2
86,1557º_______x

x = 1,5037 rad

· Achando o comprimento do arco em (1) temos:
C = β • R


C = 1,5037 rad • 6400

C = 9623,68 Km

Sendo C = 9623,68 Km o comprimento do arco de circunferência procurado, fica então definida a nossa questão inicial, que era descobri qual a menor distância entre Nobres e Frankfurt.

Podemos agora exigir das empresas aéreas um desconto a mais nas tarifas, visto que percorrendo a menor distância, ganharemos tempo, tornando mais econômica a viagem. Assim sobra um dinheiro extra para gastar nos intervalos dos jogos do Brasil.

BIBLIOGRAFIA

Pesquisa bibliográfica

VENTURI, Jacir J. Álgebra Vetorial e Geometria Analítica – Curitiba, Unificado,1949.        

    8.ª ed. 242p
Internet:

www.aondefica.com
www.geometriaanalitica.com.br
X = 3,4319





Y = -5,1514








Z = -1,6262











X = 4,0558





Y = 0,6183





Z = 4,912








Figura 01





Figura 02





Figura 04








