FÓRMULA PARA CALCULAR O COMPRIMENTO DE UMA ELIPSE

· A equação de uma elipse com centro na origem dos eixos coordenados é dada na seguinte forma :


[image: image1.wmf]1

2

2

2

2

=

+

b

y

a

x


· Isolando y no 1º membro, temos :
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· Pela fórmula do comprimento do arco de uma função, temos :

S  = 
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Onde :

S = comprimento do arco da função, compreendido no intervalo [
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 ] ;

y’= derivada da função dada em relação à variável x.

· Determinando  a derivada da função ( I ), temos :

y’ =  
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· Calculando o comprimento 
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 da parte superior (acima do eixo Ox) da elipse que está compreendido no intervalo [-a , a ], veja figura abaixo :





              

Temos :
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 EMBED Equation.3  [image: image22.wmf]( II )
· No ∆MOF na figura 1, vale a relação a² = b² + c²  , e isolando c no 1º membro, temos :   

c² = a² - b² , substituindo esta última equação em ( II ), tem-se :
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( III )
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· Sabendo que a excentricidade ε de uma Elipse vale  ε = 
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  e substituindo em ( III ), tem-se : 
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 EMBED Equation.3  [image: image35.wmf]
· Resolvendo a última integral acima por substituição trigonométrica, tem-se :

x = a sen ø    
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  dx = acos ø d ø

Assim:
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 EMBED Equation.3  [image: image42.wmf]

[image: image43.wmf]1

S

   = 
[image: image44.wmf]f

f

f

f

e

p

p

d

a

ò

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

2

2

2

2

2

cos

cos

sen

1



 EMBED Equation.3  [image: image45.wmf]

[image: image46.wmf]1

S

   = 
[image: image47.wmf]f

f

e

p

p

d

a

)

sen

1

(

2

2

2

2

ò

-

-



 EMBED Equation.3  [image: image48.wmf]
· Como uma elipse tem excentricidade 0 < ε <1 e a função seno imagem em –1 ≤ sen ø ≤ 1 , implica que 0 < ε²sen² ø < 1 e pela expansão binomial, tem-se:

( 1 – ε²sen² ø )
[image: image49.wmf]2

1

 ≈  1 - 
[image: image50.wmf]f

e

2

2

sen

2

1

  , logo :
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· Finalmente para obter o comprimento total s da Elipse, basta apenas dobrar o valor de 
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Logo:   
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OBS : 

Uma outra fórmula também na forma aproximada para o comprimento de uma Elipse é : 

S ≈ π [ 1,5 (a + b) - 
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 ]

Profº Marcelo Matos (mirmmm@aol.com.br)

s   ≈  2aπ� EMBED Equation.3  ���
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Figura 1
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